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Аннотация. Как правило, реальные элементы конструкций обладают различными нелинейными 
свойствами, наиболее существенно проявляющимися при интенсивных динамических процессах. 
Отклонение механических характеристик от линейных, принятых в идеализированных моделях, 
для которых осуществляется решение проблемы собственных значений, может привести к непри-
емлемым погрешностям расчетов или даже сделать результаты абсолютно неверными. По этой 
причине остается открытым вопрос точности и правомерности использования линейных моделей 
и обусловленных ими методов, основанных на применении решения проблем собственных значе-
ний. Цель работы – проанализировать погрешности, возникающие при использовании спектраль-
ных методов в условиях «наилучших» приближений нелинейных характеристик линейными зави-
симостями, полученными на основе среднеквадратичных аппроксимаций, исключающими излиш-
ние сомнения в формировании результатов. Рассматривалась динамическая модель в виде без-
опорной балки с двумя сосредоточенными массами, совершающими колебания в направлениях, 
перпендикулярных оси жесткости. Для линейной модели произведена оценка точности аппрокси-
мации исходной нелинейной жесткости путем сравнения амплитудных значений перемещения и 
скоростей системы при линеаризованной и исходной жесткости. Также рассмотрено сравнение 
вышеуказанного способа линеаризации с линеаризацией по нулевой первой производной нели-
нейной жесткостной функции. Полученные расхождения в результате являются функциями 
начальных условий. Предельные значения отклонений в точке максимума функции, описывающей 
нелинейность жесткости, составили для метода среднеквадратичных отклонений 2,02 %, для ме-
тода нулевой первой производной – 10,55 %. Полученные результаты требуют уточнения в отно-
шении конструктивных систем, применяющихся в строительной практике. 
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Abstract. Real structural elements exhibit various nonlinear properties, which are most significantly man-
ifested during intensive dynamic processes. The deviation of mechanical characteristics from the linear 
ones adopted in idealised models, for which the problem of eigenvalues is solved, can lead to unaccepta-
ble calculation errors or completely false results. For this reason, the accuracy and applicability of linear 
models and resulting methods based on solving problems of eigenvalues remain an open question. The 
study is aimed at the analysis of errors associated with the application of spectral methods in “best” 
approximations of nonlinear characteristics by linear dependences, obtained on the basis of root-mean-
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square approximations, which prevent superfluous doubts about the result formation. A dynamic model 
of an unsupported beam with two concentrated masses oscillating in directions perpendicular to the stiff-
ness axis was considered. For the linear model, the accuracy of approximating the initial nonlinear stiff-
ness was assessed by comparing the amplitude displacement values and velocities of the system at the 
linearized and initial stiffness. In addition, a comparison of the above linearization method with the line-
arization by a zero first derivative of the nonlinear stiffness function is considered. The discrepancies in 
the results represent the functions of initial conditions. The limit values of deviations at the maximum point 
of the function, describing the nonlinearity of stiffness, comprised 2.02 and 10.55% for the methods of 
standard deviation and zero first derivative, respectively. The obtained results require clarification with 
regard to structural systems used in construction practice. 
 
Keywords: linear spectral theory, unsupported systems, soft nonlinearity, eigenvalues, natural fluctua-
tions, RADAU5 
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Введение 
В решении задач строительной механики в 

подавляющем большинстве случаев использу-
ется гипотеза линейной упругости материала 
конструкций, что делает оправданным приме-
нение принципа суперпозиции. В свою оче-
редь, использование этого принципа делает 
доступными многие методы и приемы решения 
многомерных задач статики и динамики. 

Использование линейной гипотезы дефор-
мирования материала конструкций позволяет 
применять в расчетах матричный аппарат, эф-
фективность которого основана на использова-
нии развитой теоретической базы, а также под-
тверждена многолетней и разнообразной прак-
тикой использования данного аппарата в са-
мых разнообразных областях науки [1, 2]. Од-
нако применение гипотезы линейно-упругого 
деформирования материала конструкций тре-
бует должных обоснований; по этой причине в 
случае интенсивных воздействий требуется 
оценка полученных результатов. Следует от-
метить, что получение точных аналитических 
решений дифференциальных нелинейных 
уравнений динамики является достаточно 
сложной задачей даже в случае применения 
систем с одной степенью свободы [3], и реше-
ние таких задач требует использования раз-
личных приемов аппроксимации. Примером 
может служить приближение к нелинейности 
осциллятора Дуффинга [4]. В качестве возмож-
ных приемов аппроксимации могут быть также 
упомянуты приближения Чебышева [5, 6]. 

Приведенные способы хоть и позволяют 
достичь высокой степени точности аппрокси-
мации в одномерных вариантах, но их приме-
нение в многомерных динамических системах 
требует использования некоторых достаточно 

простых способов описания процессов дина-
мического взаимодействия, что зачастую при-
водит к применению методов спектрального 
разложения [7] с использованием приемов ли-
нейных аппроксимаций. Таким образом, стано-
вится очевидной потребность в оценке точно-
сти и погрешности проявления линейных ап-
проксимаций в применении спектральных пре-
образований в решении задач многомерной 
нелинейной динамики.  

Методы 
Получение решений с линеаризирован-

ной жесткостью 
Попытаемся дать оценку использования 

линейного приближения нелинейной динами-
ческой системы по условиям среднеквадратич-
ной аппроксимации. Рассмотрим наиболее 
простую нелинейную упругую систему с жест-
костной функцией вида:  

𝐻(𝑥) = −𝑎𝑥3 + 𝑐 ⋅ 𝑥,                   (1) 
где 𝑥 – возможное перемещение точки, совер-
шающей колебательное движение.  

Такая функция выбрана из условий сохра-
нения полярной симметрии относительно 
точки исходного положения равновесия [8]. 
Для аппроксимации исходной функции линей-
ной зависимостью используем критерий сред-
неквадратичного приближения: 

∫ (−𝑎𝑥3 + 𝑐 ⋅ 𝑥 − 𝑟𝑥)2
𝑙

0
𝑑𝑥,               (2) 

где 𝑟𝑥 – линейное приближение жесткостной 
функции (1); 𝑙 – некоторое отклонение точки ко-
лебательной системы, в пределах которого вы-
полняется линеаризация. 

Тогда условие определения 𝑟 (жесткости), 
дающее минимальное среднеквадратичное от-
клонение, запишется как: 

𝑑

𝑑𝑟
(∫ (−𝑎𝑥3 + 𝑐 ⋅ 𝑥 − 𝑟𝑥)2

𝑙

0
𝑑𝑥) = 0.        (3) 
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Жесткость 𝑟, таким образом, определяется 

как: 

𝑟 = −
3⋅𝑎⋅𝑙2

5
+ 𝑐.                         (4) 

Для упрощения нашей задачи в качестве 
рассматриваемой системы выберем систему с 
двумя динамическими степенями свободы, что 
будет в математическом смысле соответство-
вать системе, совершающей свободные коле-
бания вида: 

{
𝑚1𝑥1

..
+ 𝑟11𝑥1 − 𝑟12𝑥2 = 0

𝑚2𝑥2 − 𝑟21𝑥1 + 𝑟22𝑥2 = 0
..  .                (5) 

Предполагая инерционные парамет-
ры (массы) данной системы известными и 
учитывая, что 𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚, а также что 
𝑟11 = 𝑟12 = 𝑟21 = 𝑟22 = 𝑟, рассмотрим матрицу 
динамических жесткостей для анализа нели-
нейной связи и сформируем условия опреде-
ления частот и форм собственных колебаний в 
виде: 

‖𝐷∗‖ = ‖

𝑟

𝑚
− 𝜆 −

𝑟

𝑚

−
𝑟

𝑚

𝑟

𝑚
− 𝜆

‖,                    (6) 

где 𝑟 определяется согласно (4); 𝜆 – собствен-
ные числа (значения) матрицы динамических 

жесткостей 𝐷 = (

𝑟

𝑚
−

𝑟

𝑚

−
𝑟

𝑚

𝑟

𝑚

), определяемые 

как 𝜆 = 𝜔2. 
Запись матрицы динамической жесткости в 

форме (6) осуществляется при использовании 
следующей замены для 𝑥1 и 𝑥2: 

𝑥1 = 𝑎1 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)
𝑥2 = 𝑎2 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)

.                     (7) 

Для исследования влияния нелинейной 
связи рассмотрим только лишь динамическое 
взаимодействие двух одинаковых масс, соеди-
ненных нелинейной связью, отбросив опорные 
связи. Такая безопорная система, кроме ис-
ключительно теоретического интереса, может 
быть использована при формировании узло-
вых эффектов в безопорной колебательной 
балке с дальнейшим ее применением в систе-
мах виброзащиты [9]. 

Для определения собственных значений 𝜆 
такой динамической системы решим проблему 
собственных значений путем приравнивания 
(6) нулю: 

‖𝐷∗‖ = ‖

𝑟

𝑚
− 𝜆 −

𝑟

𝑚

−
𝑟

𝑚

𝑟

𝑚
− 𝜆

‖ = 

= ‖‖

−
3⋅𝑎⋅𝑙2

5
+𝑐

𝑚
− 𝜆 −

−
3⋅𝑎⋅𝑙2

5
+𝑐

𝑚

−
−
3⋅𝑎⋅𝑙2

5
+𝑐

𝑚

−
3⋅𝑎⋅𝑙2

5
+𝑐

𝑚
− 𝜆

‖‖ = 0.         (8) 

Вычисляя детерминант (8), получим: 

𝜆(6𝑎𝑙2 − 10𝑐 + 5𝑚𝜆) = 0, 
корни которого, очевидно, найдутся как: 

(
𝜆1
𝜆2
) = (

0

−
6𝑎𝑙2

5
+2𝑐

𝑚

).                   (9) 

Поскольку динамическая система без-
опорна, то справедливо, что 𝜆1 = 0.  

Определим теперь собственные векторы 
системы (5). Для этого запишем первое урав-
нение данной системы с учетом замены (7) и 
подставим найденное нами значение 𝜆1, при-
няв предварительно 𝑎1 = 1: 

(
−
3⋅𝑎⋅𝑙2

5
+𝑐

𝑚
) ⋅ 1 − (

−
3⋅𝑎⋅𝑙2

5
+𝑐

𝑚
)𝑎2 = 0.    (10) 

Решив полученное уравнение и найдя 𝑎2, 
получим собственный вектор 𝐴1 системы (5), 
нормируя который, получим: 

𝐴1𝑛 = (

1

√2
1

√2

).                        (11) 

Проведя аналогичные вычисления для 𝜆2, 
получим для нормированного собственного 
вектора 𝐴2𝑛: 

𝐴2𝑛 = (

1

√2

−
1

√2

).   

Таким образом, введем матрицу 𝛷, состав-
ленную из компонентов нормированных векто-
ров 𝐴1𝑛 и 𝐴2𝑛: 

𝛷 = (

1

√2

1

√2
1

√2
−

1

√2

).                    (12) 

Используя (12), можно произвести разделе-
ние переменных исходной системы уравнений 
(5), осуществляя фактически отображение ко-
лебательного процесса по направлению соб-
ственных векторов. Для этого введем замену 

переменных 𝑋 = 𝛷−1𝑌 и преобразуем исход-
ную систему уравнений в матричной форме: 

𝑋
..

+ 𝐷𝑋 = 𝛷−1𝑌
..

+ 𝐷𝛷−1𝑌 = 0 

           𝑌
..

+𝛷𝐷𝛷−1𝑌 = 𝑌
..

+ 𝛬𝑌 = 0,          (13) 

где 𝛬 = (
𝜆1 0
0 𝜆2

) = (
0 0

0
−
6𝑎𝑙2

5
+2𝑐

𝑚

) – матрица соб-

ственных чисел матрицы D. 
Решая систему (13), получим следующее 

выражение относительно Y:

 
𝑌 = (

𝐶1
1𝑡 + 𝐶2

1

𝐶1
2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(√𝜆2𝑡)

).

 Для данной системы, используя матрицу 
единичных собственных векторов 𝛷, можно по-
лучить значения начальных условий относи-
тельно пространства 𝑌 (в качестве начальных 
условий для пространства 𝑋 рассмотрим вари-
ант, соответствующий второй собственной 
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форме колебаний:

 

𝑋0 = (
𝑥0
−𝑥0

)

 

и 𝑋0
′ = (

0
0
), где 

𝑥0 – некоторое начальное возмущение точек 
системы в форме перемещения). Воспользо-
вавшись этими начальными значениями, мы, в 
свою очередь, получаем точные значения для 

констант 𝐶1
1, 𝐶2

1 и 𝐶1
2. Возвращаясь к исходным 

значениям 𝑋, для вектор-функций перемеще-

ния и скорости мы окончательно получаем:  

𝑋 =

(

 
 
 
 𝑥0 ⋅ 𝑐𝑜𝑠( [(

−
6𝑎𝑙2

5
+2𝑐

𝑚
)

1

2

𝑡]

−𝑥0 ⋅ 𝑐𝑜𝑠( [(
−
6𝑎𝑙2

5
+2𝑐

𝑚
)

1

2

𝑡]

)

 
 
 
 

.             (14) 

𝑉 =

(

 
 
 
 −(

−
6𝑎𝑙2

5
+2𝑐

𝑚
)

1

2

⋅ 𝑥0 ⋅ 𝑠𝑖𝑛( [(
−
6𝑎𝑙2

5
+2𝑐

𝑚
)

1

2

𝑡]

(
−
6𝑎𝑙2

5
+2𝑐

𝑚
)

1

2

⋅ 𝑥0 ⋅ 𝑠𝑖𝑛( [(
−
6𝑎𝑙2

5
+2𝑐

𝑚
)

1

2

𝑡]

)

 
 
 
 

. (15) 

Полученные компоненты 𝑋 отображают пе-
ремещения узлов модели в исходной системе 
координат (исходном пространстве). 

Рассмотрим теперь аппроксимацию жест-
костной функции в виде производной в нуле-
вой точке: 

𝑟′(𝑥) = 𝑘 ⋅ 𝑥,                       (16) 

где 𝑘 =
𝑑

𝑑𝑥
𝐻(𝑥)|𝑥=0 =

𝑑

𝑑𝑥
(−𝑎𝑥3 + с ⋅ 𝑥)|𝑥=0 = с. 

 

Идея обращения к жесткостной функции та-
кого рода состоит в ее повсеместной распро-
страненности в инженерных расчетах. Однако 
очевидно, что аппроксимация нелинейной 
функции жесткости данным выражением при-
менима лишь в небольших пределах относи-
тельного смещения точек тел системы (ли-
нейно упругие деформации), что иллюстриру-
ется рис. 1.  

По этой причине возникает потребность в 
оценке точности линеаризации по величине 
производной в точке исходного равнове-
сия (линеаризация по нулевой первой произ-
водной) и ее сравнении с таковой для линеари-
зации по среднеквадратичному отклонению. 

 

 
Рис. 1. Аппроксимации нелинейной функции H(x) ее приближением  

Fig. 1. Demonstration of the approximation of a nonlinear function H(x) by its approximations 

 
 
Для этого получим сперва вектор-функции 

перемещений и скоростей точек рассматрива-
емой колебательной системы при новой лине-
аризации жесткости. Проделав вышеописан-
ные операции (6–15), заменив в них функции 
жесткости выражением (16), в качестве реше-
ния системы дифференциальных уравнений 
получим:  

𝑋 =

(

 
 
𝑥0 ⋅ 𝑐𝑜𝑠( [(

2𝑐

𝑚
)

1

2
𝑡]

−𝑥0 ⋅ 𝑐𝑜𝑠( [(
2𝑐

𝑚
)

1

2
𝑡]
)

 
 
.             (17) 

𝑉 =

(

 
 
−(

2𝑐

𝑚
)

1

2
⋅ 𝑥0 ⋅ 𝑠𝑖𝑛( [(

2𝑐

𝑚
)

1

2
𝑡]

(
2𝑐

𝑚
)

1

2
⋅ 𝑥0 ⋅ 𝑠𝑖𝑛( [(

2𝑐

𝑚
)

1

2
𝑡]
)

 
 
.       (18) 

 

Оценка точности методик 
линеаризации 

Для оценки точности вариантов решения, 
отраженных в (14), (15) и (17), (18), получим ре-
шение, сформированное при использовании 
исходной нелинейной модели, имеющей куби-
ческую нелинейность в отображении жестко-
сти (1). Для этого найдем решение системы (5) 
с помощью методов численного 
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интегрирования. С этой целью воспользуемся 
программным комплексом Mathcad, позволяю-
щим выполнять численное интегрирование 
дифференциальных уравнений посредством 
использования встроенных функций.  

Для решения задач, поставленных в рамках 
данной работы, был применен метод 
RADAU5 [10], функционал которого позволяет 
использовать его для решения систем с «мяг-
кой» и с «жесткой» нелинейностью с весьма 
высоким уровнем точности и устойчивости ре-
зультата (последнее имеет значение для жест-
ких систем уравнений и не принципиально в 
рамках данной работы). 

Определившись с методом численного 
дифференцирования, рассмотрим поведение 
систем (14), (15) и (17), (18) совместно с чис-
ленным решением дифференциальных урав-
нений колебательной системы с жесткостной 
функцией вида кубической параболы. При этом 
сравниваются перемещения и скорости лишь 
одной из масс системы при начальных откло-
нениях, соответствующих следующему усло-
вию: 

 

𝑑

𝑑𝑥
𝐻(𝑥)|𝑥=𝑙 = 0, 

 

что эквивалентно 

𝑙 = 𝑙пр =
√3√𝑐

3√𝑎
.                      (19) 

 

Данное значение примечательно тем, что 
соответствует (в нашей постановке задачи) 
верхней границе упругой деформации тела при 
условии аппроксимации функцией вида (1) 
диаграммы деформирования материалов [8]. 
Соответственно, значения погрешности, полу-
ченной в данной точке, определят саму допу-
стимость аппроксимации вида (4) и (16) в це-
лом, а также позволят дать оценку относитель-
ной точности аппроксимации этих методов. За-
дав теперь значения параметров, характеризу-
ющих колебательную систему, сравним значе-
ния погрешности в амплитудных отклонениях 
перемещения и скоростей (рис. 2 и рис. 3 соот-
ветственно).  

Для удобства представления результатов 
было принято решение ограничиться интерва-
лом, равным периоду колебаний системы с 
жесткостью вида (4). 

Таким образом, можно заключить, что в ам-
плитудных значениях скоростей наблюдается 
некоторая погрешность, вызванная, очевидно, 
влиянием нелинейности исходной функции 
жесткости. 
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Рис. 2. Сравнительная диаграмма функций X2(t) при m = 1, a = 1, c = 20  
Fig. 2. Comparative diagram of functions X2(t) with m = 1, a = 1, c = 20  
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Рис. 3. Сравнительная диаграмма функций V2(t) при m = 1, a = 1, c = 20 
Fig. 3. Comparative diagram of functions V2(t) with m = 1, a = 1, c = 20 

 
Данное обстоятельство важно тем, что эти 

отклонения фактически определят погрешно-

сти вычисления собственных частот √𝜆 в соот-
ветствии с принципами линейно-спектральной 
теории. Соответственно, при определении зна-
чений коэффициента динамичности возникает 
неточность, которая (к примеру) может по-
влечь за собой погрешность в определении 
сейсмических нагрузок и внутренних усилий си-
стемы [11], если речь заходит о расчете кон-
струкций на сейсмостойкость. 

Результаты и их обсуждение 
Рассмотрим для наглядности несколько си-

стем с различными значениями параметра 𝑎 
при значениях параметра 𝑚 = 1 и параметра 
𝑐 = 1 и покажем, что погрешность амплитудных 
значений 𝑉2(𝑡) и 𝑋2(𝑡) сохраняется при значе-
ниях начальных смещений, равных значению 
𝑙пр. Последнее соответствует колебательному 

процессу, протекающему в нелинейно упругой 
области деформации материала. Расчеты све-
дены в табл. 1. 

 
Таблица 1. Сравнение погрешностей амплитудных значений X2(t) и V2(t) в нелинейно упругой 
области деформации материала при изменении параметра a 
Table 1. Comparison of errors of amplitude values X2(t) and V2(t) in the nonlinear elastic deformation 
region of the material when changing the parameter a  

𝑎 

Численное 
решение 

Решение при линеаризации  
по среднеквадратичному  

отклонению 

Решение при линеаризации  
по нулевой первой производной 

𝑋2амп 
10-2 

𝑉2амп 
10-2 

𝑋2амп 
10-2 

𝑉2амп 
10-2 

𝜀𝑋амп,% 𝜀𝑋амп,% 
𝑋2амп 
10-2 

𝑉2амп 
10-2 

𝜀𝑋амп,% 𝜀𝑋амп,% 

10 18,26 23,57 18,25 23,09 0 2,02 18,26 25,82 0 9,54 

20 12,91 16,67 12,91 16,33 0 2,02 12,91 18,25 0 9,54 

30 10,54 13,61 10,54 13,33 0 2,02 10,54 14,91 0 9,54 

 
Из анализа табл. 1 становится ясно, что при 

начальных условиях, соответствующих 
деформациям в нелинейно упругой области, 
предпочтительнее использовать линеаризацию 
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в форме минимума среднеквадратичного от-
клонения, поскольку это позволяет уменьшить 
величину погрешности практически пяти-
кратно, что является существенным с инженер-
ной точки зрения. Теперь рассмотрим ситуа-
цию колебания этих же систем под 

воздействием начальных смещений, суще-
ственно ниже значений, вычисляемых со-
гласно (19). Для определенности примем 

начальные условия в виде 𝑋0 = (
0,01𝑙
−0,01𝑙

). Рас-

четы сведены в табл. 2. 

 
Таблица 2. Сравнение погрешностей амплитудных значений X2(t) и V2(t) в линейно упругой 
области деформации материала при изменении параметра a 
Table 2. Comparison of errors of amplitude values X2(t) and V2(t) in the linear elastic deformation region 
of the material when changing the parameter a 

𝑎 

Численное 
решение 

Решение при линеаризации  
по среднеквадратичному  

отклонению 

Решение при линеаризации  
по нулевой первой производной 

𝑋2амп 
10-4 

𝑉2амп 
10-4 

𝑋2амп 
10-4 

𝑉2амп 
10-4 

𝜀𝑋амп,% 𝜀𝑉амп,% 
𝑋2амп 
10-4 

𝑉2амп 
10-4 

𝜀𝑋амп,% 𝜀𝑉амп,% 

10 18,26 25,82 18,26 23,09 0 10,55 18,26 25,82 0 0 

20 12,91 18,26 12,91 16,33 0 10,55 12,91 18,26 0 0 

30 10,54 14,91 10,54 13,33 0 10,55 10,54 14,91 0 0 

 
Рассматривая результаты вычислений, 

представленные в табл. 1 и 2, можно заклю-
чить, что область применимости линеаризации 
по среднеквадратичному отклонению зависит 
от величины начальных воздействий: при 
начальных возмущениях, соответствующих 
упругим деформациям, предпочтительно при-
менение линеаризации по нулевой первой про-
изводной; соответственно, в случае нелинейно 
упругих деформаций для минимизации по-
грешностей надлежит использовать линейную 

жесткость вида (4). Руководствуясь данным 
умозаключением, можно установить величину 
начальных перемещений в долях от 𝑙пр, соот-

ветствующих превышению погрешности ам-
плитудных значений скоростей при аппрокси-
мации вида (16) над погрешностью при аппрок-
симации вида (4).  

Для этого обратимся к сравнительной диа-
грамме погрешностей 𝜀𝑉амп как функции пара-

метра 𝑥0относ =
𝑥0

𝑙пр
 (рис. 4). 
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Рис. 4. Сравнительная диаграмма погрешностей 𝜀𝑉амп(𝑥0относ) 

Fig. 4. Comparative error diagram 𝜀𝑉а𝑚𝑝(𝑥0relative ) 
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На представленной диаграмме можно 
определить значение интересующей нас вели-

чины относx0  как ~0,78. Этому значению соот-

ветствует погрешность в размере ~5 %, укла-
дывающаяся в пределы инженерной погреш-
ности. Таким образом, для жесткостных функ-
ций вида (1) можно установить следующие ин-
тервалы 𝑥0относ, на которых уместно применять 
рассмотренные варианты аппроксимации: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 xcxr =)(1 ,

при 78.00 0  относx  

xc
la

xr 







+


−=

5

3
)(

2

2 ,

  при 178.0 0  относx

  .       (20) 

 

Заключение 
При использовании спектральных методов 

расчета многомерных динамических систем 
целесообразно применять методы аппрокси-
мации исходной нелинейной динамической си-
стемы с реализацией критериев наилучшего 
приближения, в частности метод квадратичной 
аппроксимации.  

Сравнительный анализ результатов по-
грешности использования моделей по значе-
ниям производной в точке исходного состояния 
покоя и моделей, сформированных по усло-
виям квадратичной аппроксимации, показы-
вает неоспоримое преимущество метода лине-
аризации с использованием аппроксимации.  

Амплитудные значения перемещений не-
линейной и линеаризованной по квадратич-
ному критерию систем не имеют различий при 
проявлении собственных колебаний. При этом 
данное утверждение справедливо независимо 
от значений начальных условий. Погрешность 
амплитудных значений скоростей нелинейной 
и линеаризированных систем является функ-
цией начальных условий. Так, при линеариза-
ции по значению производной в нулевой точке 
погрешность величин скоростей может превы-
шать 10 % при значительных отклонениях то-
чек системы от положения равновесия. Полу-
ченные результаты позволяют сделать вывод 
о приемлемости спектральных методов при 
определении экстремальных величин напря-
женного состояния по амплитудным значениям 
перемещений динамической модели, линеари-
зованной с использованием методов аппрокси-
мации.  
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