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Аннотация. Исследование направлено на изучение особенностей моделирования напряженно-
деформированного состояния бетонной балки, усиленной двумя типами волокнистых компози-
тов. Необходимость усиления существующих железобетонных конструкций может быть вызвана 
реконструкцией или техническим перевооружением, что часто влечет за собой увеличение 
нагрузки на несущие конструкции зданий и сооружений, а также при ликвидации последствий 
факторов, приведших к снижению несущей способности или выходу из строя несущих конструк-
ций. В работе для исследования применимости модели производился анализ результатов, полу-
ченных в ходе испытаний на изгиб и осевое сжатие опытных образцов железобетонных балок 
таврового сечения со сварной каркасной арматурой, находившихся в эксплуатации, и результа-
тов численного исследования в программном комплексе «ЛИРА». Напряженно-
деформированное состояние опытных образцов было произведено в нелинейной постановке 
методом конечных элементов. Проведенный анализ и теоретические исследования показали, 
что применимость моделей, разработанных на основе ограниченной базы данных испытаний, 
неясна, особенно в отношении широкого диапазона коэффициентов сжатия, в то время как ре-
зультаты моделирования работы железобетонных балок показали достаточную точность для ис-
пользования при проектировании усиления путем применения внешнего композитного армиро-
вания. 
 

Ключевые слова: композитная арматура, бетон, усиление, напряженно-деформированное со-
стояние, GFRP, CFRP 
 
Для цитирования: Ластовка А.В., Деордиев С.В. Мурзинцев А.К. Моделирование напряженно-
деформированного состояния усиленной композитной арматурой бетонной балки // Известия ву-
зов. Инвестиции. Строительство. Недвижимость. 2023. Т. 13. № 4. С. 645–654. 
https://doi.org/10.21285/2227-2917-2023-4-645-654. EDN: PATXSL. 
 
Original article 
 

Stress-strain modelling for a composite reinforced concrete beam  
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Abstract. The study is aimed at the features of modeling the stress-strain state of a concrete beam, 
reinforced with two types of fibrous composites. The necessity of strengthening existing reinforced con-
crete structures can be caused by the reconstruction or technical re-equipment, which often entails an 
increase in the load on the load-bearing structures of buildings and facilities, as well as during the elim-
ination of the consequences of factors that led to a decrease in the bearing capacity or a failure of load-
bearing structures. In order to study the applicability of the model, we analysed the results, obtained 
during bending and axial compression tests of T-section reinforced concrete beam specimens with 
welded frame reinforcement that were in operation and the results of a numerical study in a LIRA soft-
ware suite. The stress-strain state of specimens was modelled in a nonlinear formulation using the finite 
element method. The conducted analysis and theoretical studies have shown the applicability of mod-
els, developed based on a limited test database, unclear, especially with regard to a wide range of 
compression coefficients, while the results of modeling the behavior of reinforced concrete beams have 

 
1© Ластовка А.В., Деордиев С.В., Мурзинцев А.К., 2023 

https://doi.org/10.21285/2227-2917-2023-4-645-654


Ластовка А.В., Деордиев С.В., Мурзинцев А.К. Моделирование напряженно-деформированного состояния … 

Lastovka A.V., Deordiev S.V., Murzintsev A.K. Stress-strain modelling for a composite reinforced concrete beam  

646 

ISSN 2227-2917 
(print) 

ISSN 2500-154X 
(online) 

Известия вузов. Инвестиции. Строительство. Недвижимость  
Proceedings of Universities. Investment. Construction. Real estate  

Том 13 № 4 2023 
с. 645–654 

Vol. 13 No. 4 2023 
pp. 645–654 

 

demonstrated sufficient accuracy for applying in the strengthening design using external composite re-
inforcement. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Надежность, долговечность и безопас-

ность имеют первостепенное значение, когда 
речь идет о проектировании и строительстве 
бетонных сооружений. Бетон широко исполь-
зуется в гражданском строительстве. Однако 
его недостатком является низкая прочность на 
растяжение, хрупкость и деформационное 
размягчение. В бетонной конструкции трещи-
ны, вызванные воздействием окружающей 
среды и/или механических нагрузок, быстро 
раскрываются до макроскопически видимого 
уровня, а когда они соединяются, это может 
привести к образованию еще более крупных 
разрывов. Наличие таких повреждений уско-
ряет разрушение, обеспечивая легкий доступ 
агрессивных сред (например, противообледе-
нительной соли) внутрь конструкции [1–3]. 
В данном контексте очень важно уменьшить 
традиционные недостатки железобетона для 
того, чтобы возводить конструкции, способные 
достичь длительного срока службы. 

Обозначенные потребности, а также 
наступление передовой инженерной эры за-
ставляет исследователей разрабатывать со-
временные материалы с улучшенными свой-
ствами. В последнее время композитные ма-
териалы, особенно полимерные композиты, 
армированные углеродным волокном, уверен-
но вытесняют различные традиционные ме-
таллы и металлические сплавы благодаря 
своему низкому удельному весу, лучшей 
прочности, более высокой жесткости, просто-
те изготовления, высокой коррозионной стой-
кости, улучшенной усталостной прочности, 
увеличенному сроку службы и, самое главное, 
удобной легкой структуре [4–7].  

За последние несколько десятилетий ком-
позитные материалы превратились в кон-
структивно и экономически жизнеспособное 
строительное решение для мостов, морских 
сооружений и зданий. Они производятся в 
различных формах с различными свойствами 
и способами применения. Типичная композит-
ная арматура, используемая в гражданском 
строительстве, состоит из стекла, углерода и 
арамида. Прочность на разрыв неметалличе-

ской арматуры, как показывают исследования, 
втрое выше стальной [8, 9]. В отличие от ме-
таллической, такая арматура коррозионно 
устойчива и имеет меньший вес (примерно в 9 
раз). В ходе анализа долгосрочных послед-
ствий использования композитных материа-
лов как на новых, так и на существующих бе-
тонных конструкциях, было установлено, что 
они могут прослужить более 50-ти лет. По 
прогнозам, к 2025 г. мировой рынок композит-
ных материалов для строительства достигнет 
32 млрд долл. [10–12].  

В последнее время было проведено много 
исследований по оценке предельной прочно-
сти бетона, усиленного композитной армату-
рой.  

Однако эта область содержит еще много 
нерешенных и дискуссионных вопросов, сле-
довательно необходимы дополнительные ис-
следования для изучения возможностей ком-
позитной арматуры, ее ограничений и приме-
нимости при проектировании [13–16]. 

Таким образом, обозначенные обстоя-
тельства обуславливают выбор темы данной 
статьи, а также свидетельствуют о ее высокой 
теоретической и практической значимости. 

МЕТОДЫ 
В течение последних десятилетий механи-

ческие свойства моноволоконных инженерных 
цементных композитов, таких как волокна из 
поливинилового спирта или системы, армиро-
ванные волокнами из полиэтилена, были ис-
следованы А.Р. Воликом, С.А. Сазоном, 
К.Ю. Чурило [17], Д.Н. Шушуниным, 
М.В. Комаровым [18], Yuan Wu, Song Hongwei, 
Huang Chenguang [19].  

Взаимосвязь между напряжением и де-
формацией армированного стальной фиброй 
щелочно-шлакового бетона при статическом 
сжатии описывается С.И. Меркуловым, 
Э.К. Акимовым [20], И.Ю. Белуцким, А.Д. Сим 
[21], M. Atwater; Z.C. Leseman, J. Phillips [22].  

Анализ механических свойств различных 
армированных композитной арматурой бето-
нов в холодных регионах входит в круг науч-
ных интересов Ю.Ф. Рогатнева, Ж. Минани, 
О.О. Соколова, А.М. Хорохордина [23], 
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A. Javadian, M. Wielopolski, Ia.F.C. Smith, 
D.E. Hebel [24]. 

Однако, несмотря на имеющиеся труды и 
наработки, необходимо отметить, что общая 
модель бетона, усиленная композитной арма-
турой еще не принята промышленными нор-
мами. Кроме того, зачастую эксперименталь-
ные модели разрабатываются на основе эм-
пирических данных, полученных при испыта-
нии небольших бетонных образцов.  

Наиболее популярным размером исполь-
зуемых прототипов являются обычные стан-
дартные бетонные цилиндры 152 мм × 305 
мм, а некоторые исследователи даже исполь-
зовали образцы 76 мм × 305 мм.  

Соответственно, модели были разработа-
ны на основе ограниченной базы данных ис-
пытаний, и поэтому их применимость неясна, 
особенно в отношении широкого диапазона 
коэффициентов сжатия. 

Исследование напряженно-деформиро-
ванного состояния опытных образцов – балок 
– в нелинейной постановке будем проводить 
методом конченных элементов в программном 
комплексе «ЛИРА-САПР».  

Опытные железобетонные балки таврово-
го сечения со сварной каркасной арматурой 
были демонтированы из пролетного строения 

моста после более чем 40-летней эксплуата-
ции. Конструкция этих балок по армированию 
и геометрии соответствовала типовому проек-
ту. Общая длина балок составляет 14,06 м, 
а расчетный пролет – 13,5 м. Рабочая арма-
тура класса А-II. Прочность бетона балок Б-1 
и БП-1 на сжатие была определена неразру-
шающим способом – эталонным молотком 
Кашкарова. Для определения прочности бето-
на балок на растяжение использовался метод 
«pull-off» (местное отрывание бетона на фик-
сированной площади). Значение прочности 
указано в табл. 1. 

В исследовании рассмотрены две балки: 
обычная Б-1 и усиленная двумя композитны-
ми лентами БП-1.  

Армированный стекловолокном полимер 

(GFRP) и армированный углеродным волок-

ном полимер (CFRP) приклеивались к внеш-

ней поверхности бетона с помощью клея на 

основе эпоксидной смолы для улучшения ха-

рактеристик долговечности бетона.  

Физические свойства двух видов армиро-

ванного волокнами пластика и эпоксидного 

клея приведены в табл. 2. 

На рис. 1 показаны два типа волокнистых 

композитов – GFRP и CFRP. 

 
Таблица 1. Прочность бетона балок Б-1 и БП-1 
Table 1. Concrete strength of beams B-1 and BP-1 

Шифр балки 
Прочность бетона, МПа 

на сжатие на растяжение 

Б-1 22,3 1,53 

БП-1 28,0 2,31 

 
Таблица 2. Прочность стеклопластика и клея из эпоксидной смолы 
Table 2. Strength of fiberglass and epoxy resin adhesive 

Материалы 
Прочность на разрыв, 

МПа 
Модуль упругости, ГПа 

Удлинение 
при разрыве, % 

GFRP 2450~2550 75~85 2,25~2,35 

CFRP 3470~3570 250~270 1,68~1,78 

Клей из эпоксидной 
смолы 

52,3~56,3 2,5~2,9 2,20~2,30 

 
Композитные ленты CFRP сечением 

120×1,4 мм были приклеены к нижней поверх-
ности балки БП-1 двухкомпонентным клеем из 
эпоксидной смолы, причем верхнюю ленту 
довели до опор, а нижнюю оборвали в проле-
те на расстоянии 195 см от опор.  

Ленты GFRP были наклеены на боковой 
поверхности нижней части ребра по всей 
длине пролета.  

Для дополнительной анкеровки наклеен-
ных лент использовали высокопрочную ткань 

SikaWrap, наклеенную двумя слоями между 
опорной и первой от опоры поперечными 
диафрагмами с расположением рабочих во-
локон во взаимно перпендикулярных направ-
лениях.  

Испытания на изгиб и сжатие проводились 
на образцах двух типов. Метод испытаний 
осуществлялся в соответствии со специфика-
цией (GBT 50081-2019). Во время эксперимен-
тов на осевое сжатие нагрузка прикладыва-
лась со скоростью 0,5 МПа/с.  
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Рис. 1. Волокнистая ткань: a – ткань из стекловолокна; b – ткань из углеродного волокна 
Fig. 1. Fiber fabric: a – fiberglass fabric; b – carbon fiber fabric 

 
Сборные призмы из трещиноватого бетона 

испытывались на четырехточечный изгиб 

с нагрузкой, приложенной со скоростью  

0,05 МПа/с. Данные о смещении образца 

под действием нагрузки во время сжатия, ре-

гистрировались. В ходе испытания датчики 

деформации были прикреплены к центру ниж-

ней части образца, а деформация фиксирова-

лась прибором статической деформации. 

Общее количество конечных элементов 

в модели – 39 400, узлов – 45 738. Применяя 

шаговый и шагово-итерационный методы, ис-

пользовали кусочно-линейный закон дефор-

мирования материалов № 14 библиотеки 

с соответствующим алгоритмом. Как и 

в натурном эксперименте, внешнюю нагрузку 

прикладывали пошагово к узлам, согласно 

рис. 2. 
 

 
 

Рис. 2. Изополя вертикальных перемещений балок с большим пролетом среза 
и соприкасающихся напряжений на боковой грани перед разрушением 
Fig. 2. Isofields of vertical displacements of beams with a large section span 

and contiguous stresses on the side face before destruction 

 
Во избежание эффекта местного смятия в 

местах приложения нагрузки были установле-
ны пластины размерами 0,01×0,01 м с задан-
ной жесткостью. Такое же количество жестких 
пластин с такими же размерами было уста-
новлено в местах возле опор. Способ опира-
ния балки задавался исключением перемеще-
ний по соответствующим осям. 

Высокая механическая прочность компо-
зитной арматуры является результатом вкла-
да нескольких механизмов упрочнения, а 
именно: эффекта передачи нагрузки, упроч-
нения Холла-Петча, упрочнения Орована, 

несоответствия коэффициента теплового 
расширения (КТР) и модуля упругости (МУ). 

Передача нагрузки от мягкой и податливой 
матрицы к жестким и твердым частицам под 
действием внешней нагрузки способствует 
упрочнению основного материала.  

Модифицированная модель сдвига, пред-
ложенная Нардоне и Прево, обычно исполь-
зуется для прогнозирования вклада в упроч-
нение за счет передачи нагрузки в компози-
тах, армированных частицами [25]: 

 

∆𝜎𝐿𝑇 = 𝑣𝑝𝜎𝑚 [
(𝑙 + 𝑡)𝐴

4𝑙
], 
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где 𝑣𝑝 – объемная доля частиц, 𝜎𝑚 – предел 

текучести неармированной матрицы,  
l и t – размер частицы параллельно и перпен-
дикулярно направлению нагрузки, соответ-
ственно.  

Для случая равноосных частиц уравнение 
сводится к следующему: 

∆𝜎𝐿𝑇 =
1

2
𝑣𝑝𝜎𝑚 . 

Размер зерна оказывает сильное влияние 
на прочность металла, поскольку границы зе-
рен могут препятствовать движению дислока-
ций. Это связано с различной ориентацией 
соседних зерен и высоким нарушением ре-
шетки, характерным для этих областей, что 
препятствует движению дислокаций в непре-
рывной плоскости скольжения [26]. Уравнение 
Холла-Петча связывает прочность со средним 
размером зерна (d): 

∆𝜎𝐻−𝑝 =
𝑘𝑦

√𝑑
, 

где ky – коэффициент упрочнения (характер-
ная константа каждого материала). 

Частицы играют фундаментальную роль 
в конечном размере зерен в матрицах компо-
зитов, поскольку они могут взаимодействовать 
с границами зерен, действуя как точки прижа-
тия, замедляя или останавливая их рост. Уве-
личение vp (объемной доли) и уменьшение dp 
(диаметра частиц) приводит к более мелкой 
структуре, что теоретически моделируется 
уравнением Зенера [27]: 

𝑑𝑚 =
4𝛼𝑑𝑝

3𝑣𝑝
, 

где α – пропорциональная константа. 
Так называемый механизм Орована за-

ключается во взаимодействии наночастиц 
с дислокациями. Нераскалывающиеся кера-
мические армирующие частицы удерживают 
пересекающиеся дислокации и способствуют 
изгибанию дислокаций вокруг частиц (петли 
Орована) под действием внешней нагрузки 
[28]. Эффект Орована может быть выражен 
следующей формулой: 

∆𝜎𝑂𝑅 =
0.13𝑏𝐺

𝑑𝑝 (√1
2 𝑣𝑝 − 1

3

)

𝑙𝑛 (
𝑑𝑝

2𝑏
), 

 

где b – вектор Бюргера, а G – матричный мо-
дуль сдвига. 

Несоответствие коэффициента теплового 
расширения (КТР) и модуля упругости (МУ) 
между армирующими элементами и матрицей 
устраняется в процессе охлаждения и дефор-
мации материала путем образования геомет-
рически необходимых дислокаций (ГНД). 

Плотность ГНД из-за несоответствия КТР 

и МУ может быть оценена следующими выра-
жениями [29]: 

𝜌КТР =
𝐴∆𝛼∆𝑇𝑣𝑝

𝑏𝑑𝑝(1−𝑣𝑝)
; 

𝜌МУ =
6мз

𝜋вр
3 𝜀, 

где A – геометрическая постоянная, ∆α – раз-
ница в КТР, а ∆T – разница между температу-
рой испытания и температурой обработки или 
термообработки. Затем, комбинированное 
усиление, вызванное несоответствием КТР 
и МУ, может быть рассчитано с помощью 
уравнения Тейлора [30]: 

𝜎КТР+МУ = √3𝛽𝐺𝑏 (√𝜌КТР + √𝜌МУ), 

где β – константа. 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 
Сечение балки смоделировано в виде 

клейма высотой 85 см. Ширина ребра состав-
ляет 12 см, а ширина полочки – 139 см. Высо-
та полочки условно принята неизменной 
по ширине сечения, она составляет 10 см. 

Для описания нелинейного деформирова-
ния железобетона был использован 11-й экс-
поненциальный закон. Сравнение результатов 
расчетов балок в ПК «Лира» с эксперимен-
тальными данными приведено на рис. 3. 

Измеренные кривые зависимости сжима-
ющей деформации от нагрузки для каждого 
образца показаны на рис. 4. Кривая образца 
из обычного бетона имеет только монотонный 
повышающийся участок, как показано на 
рис. 4, a. Результаты испытаний на осевое 
сжатие свидетельствуют о том, что предель-
ная несущая способность образцов уменьша-
ется. Кривая образца, армированная углепла-
стиком и стеклопластиком, показана на 
рис. 4, b. Кривая образца из углепластика 
и стекловолокна состоит из восходящих сег-
ментов. Показатели сжатия образцов из угле-
волоконной ткани по сравнению с образцами 
из обычного бетона увеличиваются 
на 441,33 кН. По сравнению с образцами 
из обычного бетона, характеристики сжатия 
образцов из стекловолокна увеличиваются 
на 199,62 кН. 

Итак, прочность на сжатие образцов, ар-
мированных углепластиком и стеклопласти-
ком, значительно повышается, поскольку во-
локнистая ткань ограничивает боковую де-
формацию образца. В свою очередь кривые 
напряжения–деформации армированных об-
разцов отличаются от кривых обычных образ-
цов, а прочность на сжатие и пиковая дефор-
мация улучшаются. Образцы считаются по-
врежденными, когда растягивающие напряже-
ния углепластика и стеклопластика достигают 
максимального предела прочности материала 
при численном моделировании. 
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Рис. 3. График нагрузки-прогиба для: а – балки Б-1; б – балки БП-1 
Fig. 3. Load-deflection graph for: a – beams B-1; b – beams BP-1 

 

 
 

                 a 
 

                                     b 
 

Рис. 4. Кривые напряжения–сжатия–деформации образцов: a – неармированный образец;  
b – образец, усиленный углеродным и стекловолокном 

Fig. 4. Compression-strain stress curves of specimens: a – non-reinforced specimen; 
b – carbon and glass fiber reinforced specimen 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, подводя итоги, можно сде-

лать следующие выводы. Для многих кон-
струкций, которые работают на изгиб и вне-
центренное сжатие, а также подвергаются 
воздействию внешней среды (в частности мо-
стовые балки, опоры мостов), оптимальным 

решением является усиление с использова-
нием внешней композитной арматуры. Ре-
зультаты моделирования работы конструкций, 
усиленных внешней композитной арматурой 
в ПК «Лира», описанные в данной статье, яв-
ляются достаточно точными для использова-
ния при проектировании усиления. 
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