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Аннотация. Предлагаемая работа посвящена методу построения динамических моделей, 
содержащих стержневые изгибаемые элементы с распределенными и сосредоточенными 
инерционными и жесткостными параметрами и их анализу на основе метода гармонического 
элемента. Расчет сооружений на вибрационные воздействия, осуществляется, как правило, на 
основе дискретизации масс. Использование таких методов связано с известными трудностями. 
Дискретные модели являются априорно приближенными с ограниченными возможностями 
оценки погрешности. Динамические параметры модели зависит от ее размерности, а также от 
методов преобразования. Численные результаты с массивами и матрицами большой 
размерности затрудняют возможность анализа и оценки результатов расчета. Расчеты 
сооружений на стационарные динамические воздействия, основанные на использовании 
элементов с распределенными и сосредоточенными массами, позволяют избежать 
перечисленных последствий полной дискретизации. Однако такие дискретно-континуальные 
(гибридные) динамические модели связаны с необходимостью сшивки разнородных элементов 
на этапе формирования и неизбежными трудностями решения таких «комбинированных» 
систем, содержащих обыкновенны дифференциальные уравнения и уравнения в частных 
производных. Перечисленные проблемы разрешаются при использовании авторского метода 
гармонического элемента, осуществляющего узловую сшивку разнородных элементов, а также 
позволяющего получать решения в виде амплитуд колебаний узлов комбинированной модели по 
определенным необходимым направлениям.   Указанные особенности позволяют выделить 
предложенный метод в отдельный класс с названием метода гармонических элементов.  
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Abstract. This paper describes a method for building dynamic models that contain rod bending 
elements with distributed and concentrated inertial and stiffness parameters, and their analysis based 
on the harmonic element method. As a rule, the vibration effects of structures are calculated on the 
basis of mass discretization, although the application of such methods entails certain difficulties. 
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Discrete models are considered to be a priori approximations with limited possibilities of error 
estimation. The dynamic parameters of the model vary depending on its dimensionality as well as on 
the transformation methods. Numerical results with arrays and matrices of high dimensionality make it 
difficult to analyze and evaluate the calculation results. Therefore, structural calculations for stationary 
dynamic effects based on the use of elements with distributed and concentrated masses prevent the 
above-mentioned consequences of full discretization. However, such discrete-continuum (hybrid) 
dynamic models require the sewing of heterogeneous elements at the formation stage. In addition, 
some complications occur when solving these combined systems containing ordinary differential 
equations and partial differential equations. These issues can be solved by using the author's harmonic 
element method, implementing the nodal sewing of heterogeneous elements, as well as providing 
solutions as amplitudes of oscillations of the combined model nodes along certain necessary directions. 
The specified features of the proposed method allow us to identify it as a separate class with the name 
of the harmonic element method. 
 
Keywords: bendable elements, concentrated masses, Euler-Bernoulli equations, equations of 
dynamics 
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ВВЕДЕНИЕ 
Предлагаемый подход требует анализа 

возможности построения динамической си-
стемы, совмещающей наличие элементов с 
распределенными и сосредоточенными инер-
ционными и жесткостными параметрами. 
Сложной системой принято называть систему, 
состоящую из разнородных элементов, в со-
вокупности определяющих ее новые свойства. 
Вышеуказанное определение не обладает до-
статочной конкретностью, в связи с чем тре-
буется указать критерии, которые позволят 
установить отношение некоторых элементов к 
тому или иному варианту системы.  

Определение этого понятия изложено в 
принципах системного анализа [1, 2], в соот-
ветствии с которыми «система» должна удо-
влетворять ряду известных принципов: 

– конечной цели; 
– единства; 
– связанности; 
– модульного построения. 
 Динамической системой принято считать 

формализованное математическое отображе-
ние физической системы, позволяющее ис-
следовать свойства и состояние физической 
системы [4, 3]. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 
Возможность дискретного и непрерывно-

го в моделировании динамических систем  
В более ранних работах авторов [5–7] 

обоснованы и приведены формализованные 
соображения о целесообразности разработки 
и применения в расчетной практике моделей, 
отображающих динамику взаимодействия в 

системе элементов с непрерывными и сосре-
доточенными свойствами распределения 
инерционных величин – комбинированных ди-
намических моделей (КДМ).  

Необходимость формирования комбини-
рованной динамической системы возникает 
для адекватного отображения динамических 
процессов в системах с нерегулярными дис-
кретными и непрерывными параметрическими 
включениями [8, 9]. К таким динамическим си-
стемам относятся расчетные модели жилых и 
общественных зданий и сооружений, несущие 
конструкции которых имеют непрерывное, 
нерегулярное распределение инерционных 
параметров. Для промышленных сооружений 
свойственно наличие дискретных инерцион-
ных элементов, представленных технологиче-
ским оборудованием.  

Отдельные конструктивные элементы с 
непрерывным распределением инерционных 
параметров интерпретируются в виде дис-
кретных инерционных включений (например, 
диски перекрытий зданий при горизонтальных 
колебаниях). Таким образом, при горизон-
тальных колебаниях математическая модель 
здания должна сочетать элементы с распре-
деленными инерционными и жесткостными 
параметрами, представленными вертикаль-
ными несущими конструкциями, с дискретны-
ми элементами, представленными дисками 
перекрытий (рис. 1).  

Возникает необходимость формирования 
комбинированной динамической системы 
[8, 9]. Возникают определенные трудности при 
попытке непосредственно формализовать 
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КДМ средствами математического анализа. 
Так, при совмещении дискретных и контину-
альных компонентов таких систем требуется 
совмещение обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений и дифференциальных уравне-
ний в частных производных соответственно, 
попытки совместного решения которых влекут 
многочисленные трудности [10]. 

 

 
 

Рис. 1. Многоэтажное здание и его расчетная схема при горизонтальных динамических  
воздействиях, вертикальные элементы условно обозначают несущие конструкции  

с распределенными массами, перекрытия представлены твердыми телами 
Fig. 1. A multi-storey building and its design scheme under horizontal dynamic influences,  
vertical elements conventionally denote load-bearing structures with distributed masses,  

overlaps are represented by solids 
 

Действительно, для возможности модели-
рования сложного непрерывного процесса на 
уровне некоторой системы возникает необхо-
димость его дискретизации. 

Весьма распространены [11–13] обсужде-
ния, касающиеся сопоставлению дискретных и 
континуальных способов аппроксимации. Вы-
делим наиболее существенные аргументы в 
пользу тех и других: 

– большая часть данных, с которыми при-
ходится оперировать в прикладных исследо-
ваниях, могут быть получены лишь с некото-
рой точностью. Верхняя граница уровня точ-
ности определяется значением ошибки, вы-
числительной или измерительной.  

Следствием данного обстоятельства яв-
ляется дискретность данных; 

– в тех ситуациях, когда желательно ис-
пользование непрерывных переменных, все-
гда можно аппроксимировать непрерывные 
переменные (как и непрерывные параметры) с 
наперед заданной точностью определяющими 
дискретными величинами;  

– при работе с непрерывными перемен-
ными и параметрами возникает ряд чисто ма-
тематических ограничений и сложностей. 

При этом, преимущества непрерывных ме-
тодов столь же очевидны и аргументированы: 

– при дискретизации параметров реальной 

физической системы полученным результи-
рующим числовым набором затруднительно 

обойтись без функциональной акппроксима-
ции этого набора. Обосновано это тем, что 

дискретизированные результаты теряют свой-
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ство исходной аналитичности и часто нужда-

ются в дополнительных процедурах функцио-
нального отображения;  

– при расчетах и моделировании динамики 
сложных сооружений проблемы физической и 

геометрической разнородности осложняются 

проблемой размерности, поскольку порядки 
систем уравнений, полученных в результате 

дискретизации, а также количество неизвест-
ных, достигают иногда миллионов. Это приво-

дит к необходимости применения специаль-
ных технологий формирования и преобразо-

вания разряженных матриц [14]; 
– использование современной вычисли-

тельной техники вкупе с развитыми вычисли-

тельными алгоритмами позволяет получить 
решение не только в численном, но и в анали-

тическом виде.  
В качестве примеров программ, реализу-

ющих подобный подход, можно привести си-
стемы Maple, Mathcad, Mathematica и Magma 

[15].  

Очевидно, что в наиболее общем виде 
каркасное сооружение может быть представ-

лено следующими элементами: пластины, 
балки с распределенными параметрами масс 

и упругости, твердые тела, сосредоточенные 
массы.  

При этом в качестве узловых соединений 

могут быть использованы узлы с наличием 
классических линейных и угловых связей 

строительной механики [16, 17]. Учитывая 
разнообразие узловых связей, можно сделать 

вывод о том, что преимущества дискретных и 
непрерывных свойств подсистем могут быть 

взаимно дополняемыми. 
Следовательно, можно сделать следую-

щие выводы: 

– невозможность непосредственного ана-
литического описания сооружения в целом 

совместима с аналитической формализацией 
балок; 

– использование дискретных элементов в 
ряде случаев неизбежно требует использова-

ния узлов и соответствующих узловых связей;  

– граничные условия элементов с распре-
деленными параметрами при достаточной 

факторизации и обоснованности узловых свя-
зей обеспечивают единственность решения;  

– узлы соединения как дискретных, так и 
континуальных динамических элементов все-

гда можно использовать для приложения в 

них внешних сосредоточенных сил;  
– система разрешающих уравнений может 

быть формализуема на основе динамического 
равновесия по направлениям связей узлов.  

Метод динамических жесткостей, метод 

гармонического элемента  
При анализе динамического состояния 

сложных механических систем построение 
моделей стационарной динамики оказывается 

весьма трудоемкой задачей. Морис Био, как 

однин из возможных вариантов решения, 
предлагает метод динамических жесткостей 

(Coupled Oscillations of Aircraft), являющийся 
развитием метода цепных дробей. Лежащий в 

его основе принцип (Structural Topology 
Optimization of Tall Buildings for Dynamic 

Seismic), а также особенности его приложе-
ния, излагаются в [18, 19]. 

Дадим здесь лишь краткое описание клю-

чевого принципа описываемого метода: ана-
лизируемую континуальную механическую 

модель подвергают дроблению на составные 
части, ключевым условием которого является 

формирование элементов с достаточно про-
сто формализующимися функциями динами-

ческих жесткостей. Важная особенность клас-

сического метода динамических жесткостей 
состоит в использовании линейных функций 

жесткости. Последнее обстоятельство приво-
дит к выполнению принципа суперпозиции, 

позволяющего достаточно просто сформиро-
вать разрешающую систему уравнений. 

«Сшивка» решений ансамбля элементов мо-

дели обеспечивается посредством сопряже-
ния выделенных элементов системы в их об-

щих узловых точках. «Сшивка» решений яв-
ляется нетривиальной задачей. Для облегче-

ния ее решения можно ввести понятие связей 
в строительной механике. Данный шаг позво-

лит аналитически учесть граничные условия 
элементарных элементов и произвести их 

«сшивку» в единую систему. Кроме вышеопи-

санного использование связей, традиционного 
для строительной механики, можно применить 

апробированные методы системного анализа 
и строительной механики в процессе модели-

рования, анализа и получения решения. В ка-
честве пояснения проиллюстрируем изобра-

жением перекрестного набора балок с нало-

жением связей, препятствующих перемеще-
ниям узлов набора и поворотам поперечных 

сечений балок на плоскости (рис. 2). Эти связи 
пронумеруем для упорядочивания в заданной 

системе. Исключение процедуры дискретиза-
ции балочных элементов, возможное при 

наличии только лишь балочных элементов, 

позволяет значительно уменьшить размер-
ность решаемой задачи, а также иметь анали-

тическую интерпретацию результатов анализа 
стационарного динамического процесса. 
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Рис. 2. Пример сшивки балочных элементов с обозначением связей:  

1, 2 – угловые связи в плоскости xoz; 5 – угловые связи в плоскости yoz;  
3, 4, 6, 7 – линейные связи по направлению оси z 

Fig. 2. Example of crosslinking of beam elements with the designation of connections:  
1, 2 – angular connections in the xoz plane; 5 – angular connections in the yoz plane;  

3, 4, 6, 7 – linear connections in the direction of the z axis 
 

Следует указать пределы применимости 
метода динамических жесткостей. Так, в своей 
классической формулировке метод динамиче-
ских жесткостей может быть применим лишь в 
отношении стержневых механических систем. 
Данное обстоятельство не является суще-
ственным ограничением использования дан-
ного метода при анализе динамических харак-
теристик промышленных зданий, поскольку 
большая их часть представляет собой систе-
мы с полным каркасом, т. е. они являются 
стержневыми.  

Рассмотрим модификацию метода дина-
мических жесткостей следующего рода: к 
стержневому элементу с наложенными по его 
концам связями приложим сосредоточенное  
продольное воздействие N. Пусть также дан-
ный элемент имеет изгибную жесткость EJ и 
совершает вынужденные стационарные гар-
монические колебания с некоторой частотой 
𝜔. Данный элемент определим как гармониче-
ский конечный элемент в том смысле, что он 
моделирует не статические, но динамические 
жесткостные характеристики некоторого ре-
ального элемента, т. е. отражает способность 
реальных стержневых элементов менять свои 
жесткостные характеристики в условиях 
внешних гармонических воздействий.  

Запишем уравнение динамического состо-
яния балки в виде (1), известном под названи-
ем уравнения Эйлера-Бернулли [20]: 

 

𝜌𝑉𝑡𝑡 + 𝐸𝐽𝑉𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑁𝑉𝑥𝑥 = 0              (1) 
 

 

Стационарное динамическое состояние 
балки с постоянной частотой определяется 
его частным решением вида:  

 

𝑉(𝑥) = 𝑌(𝑥) 𝑠𝑖𝑛( 𝜔𝑡) 
 

И вектором граничных условий: 
 

𝑌 = (𝑌(0), 𝑌𝑥|𝑥=0, 𝑌(𝑙), 𝑌𝑥𝑥|𝑥=𝑎)Т,      (2) 
 

компоненты которого расположены в по-
рядке нумерации связей граничных узлов бал-
ки.  

Использование частного решения уравне-
ния (1) позволяет определить динамическое 
состояние балки.  

Вектор (2) определяет краевые условия 
для уравнения (1). Если для граничных точек 
каждого элемента задать поочередное гармо-
ническое единичное перемещение связей по 
их направлениям (гармоническое воздей-
ствие), то во всех связях, наложенных на кра-
евые узлы элемента, возникнут соответству-
ющие гармонические реакции с частотой за-
данного гармонического перемещения. Полу-
ченная матрица амплитуд динамических ре-
акций в наложенных связях определит дина-
мическое состояние элемента при единичных 
гармонических воздействиях. Принимая во 
внимание факт линейности рассматриваемой 
задачи, получаем, что состояние элемента 
при воздействиях, отличных от единичных, 
определено и, следовательно, определено 
состояние всего ансамбля гармонических ко-
нечных элементов. Проиллюстрируем изло-
женное на примере. Пусть расчетная схема 
балки, расположенной по оси Х, содержит три 
связи (рис. 3). Возможное количество связей 
граничных узлов балки при плоских изгибных 
колебаниях может быть равным от двух до 
четырех. Примем положительным направле-
ние реактивного момента в угловой связи, 
направление которого совпадает с направле-
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нием вращения часовой стрелки. Положи-
тельным направлением каждой силы будем 
считать направление действия вдоль положи-
тельного направления оси (рис. 4). Для опре-
деления элементов матрицы амплитуд дина-

мических реакций вынужденных колебаний 
балки подставим искомое решение вида: 

 

𝑉(𝑥) = 𝑌(𝑥) 𝑠𝑖𝑛( 𝜔𝑡) 

 

 
Рис. 3. Вид балочного элемента и нумерация связей 

Fig. 3. Type of beam element and numbering of links 

 
 

Выполнив подстановку в уравнение (1) ис-
комого решения и сократив обе части полу-
ченного уравнения на 𝑠𝑖𝑛( 𝜔𝑡), получаем 
обыкновенное дифференциальное уравнение 
вида для амплитуды 𝑌(𝑥): 

 

𝑌(𝐼𝑉)(𝑥) −
𝑁𝑌(2)(𝑥)

𝐸𝐽
− 𝑌(𝑥)

𝜔2𝜌

𝐸𝐽
= 0     (3) 

 

 

 
Рис. 4. Нумерация связей и реакций в связях изгибаемого элемента 

Fig. 4. Numbering of bonds and reactions in the bonds of the bent element 
 

Определив квадраты корней биквадратно-
го характеристического уравнения (3) в виде 

 

𝜇2
12

= −
𝑁

2𝐸𝐽
± √

𝑁2

4(𝐸𝐽)2
+

𝜔2𝜌

𝐸𝐽
 

 

и обозначив эти величины в виде: 
 

𝜇1 = 𝑞, 𝜇2 = −𝑞,     𝜇3 = 𝑖𝑠,   𝜇4 = −𝑖𝑠 
 

В которых  
 

𝑞 = √−
𝑁

2𝐸𝐽
+ √

𝑁2

4(𝐸𝐽)2
+

𝜔2𝜌

𝐸𝐽
 

𝑠 = √
𝑁

2𝐸𝐽
+ √

𝑁2

4(𝐸𝐽)2
+

𝜔2𝜌

𝐸𝐽
 

 

Можем получить частное решение уравне-
ния (3), отображающее вынужденные стацио-
нарные колебания с частотой 𝜔 , амплитуды 
которого могут быть представлены в виде ли-
нейной комбинации четырех линейно незави-
симых функций, образующих базисную вектор 
функцию:  

𝑌(𝑥) = 𝐻(𝑥) 𝐶
→

                         (4) 
 

𝐻(𝑥) = (𝑒𝑞𝑥 , 𝑒−𝑞𝑥 , 𝑠𝑖𝑛( 𝑠𝑥), 𝑐𝑜𝑠( 𝑠𝑥)) 
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Здесь вектор 𝐶
→

 является вектором коэф-

фициентов линейной комбинации линейно не-

зависимых функций, формирующих базисную 

вектор-функцию  𝐻(𝑥). Краевые условия ре-

шения уравнения (3) сформированы в порядке 

нумерации связей.  

Для выбранной расчетной схемы балки 

справедливо тождество 𝑌𝑥𝑥|𝑥=𝑎 ≡ 0. Для  

определения функции 𝑌(𝑥) коэффициенты 

линейных комбинаций решений при задании 

единичных гармонических перемещений свя-

зей в порядке их нумерации  определяются в 

виде матрицы C путем поочередного задания 

единичных амплитуд перемещений по 

направлениям связей с номерами 1, 2, 3. 

Векторы амплитуд заданных единичных 

перемещений, упорядоченные по номерам 

связей, образуют матрицу L. Матрицы C и L 

имеют вид: 
 

𝐶 = (

𝑐11

𝑐21

𝑐31

𝑐41

  

𝑐12

𝑐22

𝑐32

𝑐42

  

𝑐13

𝑐23

𝑐33

𝑐43

) 𝐿 = (

1
0
0
0

  

0
1
0
0

  

0
0
1
0

) 

 

Элементы матрицы C определяются из 

решения систем уравнений: 
 

𝐴𝐶 = 𝐿                         (5) 
 

где A – матрица, образованная из базис-

ной вектор-функции 𝐻(𝑥) следующим обра-

зом: 

𝐴 = (

𝐻(0)

𝐻𝑥(𝑥)|𝑥=0

𝐻(𝑙)
𝐻𝑥𝑥(𝑥)|𝑥=𝑎

)

𝑇

  

 

Матрица А при поочередных в порядке их 

нумерации единичных гармонических пере-

мещениях связей (матрица амплитуд гармо-

нических реакций) определяется в виде: 
 

𝑅 = −𝐸𝐽𝐶𝑇𝐻                        (6) 
 

здесь 
 

𝐻 = (𝐻𝑥𝑥𝑥
𝑇 (𝑥)|𝑥=0, 𝐻𝑥𝑥

𝑇 (𝑥)|𝑥=0 , 𝐻𝑥𝑥𝑥
𝑇 (𝑥)|𝑥=𝑎) 

 
 

Вектор Y амплитуд узловых перемещений, 
соответствующий вектору F амплитуд гармо-
нических сосредоточенных силовых воздей-
ствий по направлениям узловых связей, опре-
деляется решением системы линейных урав-
нений вида: 

 

𝑅𝑌 = 𝐹  
 

Преобразовав, имеем  
 

−𝐸𝐽(𝐴−1𝐿)𝑇𝐻 = 𝐹 
 

Функция   𝑌(𝑥) амплитуд перемещений оси 

балки (функция формы вынужденных колеба-

ний) при заданной узловой форме F силового 

гармонического воздействия имеет вид: 
 

𝑌(𝑥) = 𝑌𝑇𝐶𝑇𝐻𝑇(𝑥) 
 

Изложенные методы использованы при 
анализе виброактивности ряда обогатитель-
ных фабрик компании «АЛРОСА», а также в 
разработке системы виброзащиты конструк-
ций от динамических воздействий работы тех-
нологического оборудования, расположенного 
на верхних этажах фабрик. Использование 
изложенной методики позволило убедиться в 
формировании динамических моделей гораз-
до меньших размерностей по сравнению с 
моделями, сформированными на основе дис-
кретизации масс.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Исходя из всего вышеизложенного, можно 

сделать следующие выводы: 
1. Предлагаемый способ формирования 

модели позволяет совмещать элементы с со-
средоточенными и распределенными инерци-
онными параметрами в единой динамической 
системе. 

2. Динамическое состояние такой системы 
формализуемо с помощью системы уравне-
ний динамического равновесия, сформиро-
ванной относительно узловых точек при по-
мощи матриц динамических реакций беско-
нечномерных и дискретных элементов по 
направлениям степеней свободы динамиче-
ской системы. 

3. Матрицы динамических реакций в узло-
вых связях по направлениям узловых степе-
ней свободы бесконечномерных изгибаемых 
элементов (балок с распределенными инер-
ционными параметрами), полученных посред-
ством частных решений уравнения Эйлера-
Бернулли, можно сформировать в виде ам-
плитуд динамических реакций системы, что 
позволяет использовать узловое (дискретное) 
описание динамической системы с разнород-
ными граничными условиями и сложными гра-
ницами расчетных областей.  

4. Предложенный подход позволяет избе-
жать трудностей в получении решений систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
динамики и уравнений в частных производных 
Эйлера-Бернулли посредством «сшивки» ре-
шений.  
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