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Аннотация. Трехмерная сфера, в силу своего удобства, простоты и универсальности, применя-
ется во многих областях современной науки и техники, является объектом компьютерного моде-
лирования. Из-за повышения количества параметров современных моделей, в целях адекватно-
сти моделирования, необходимо рассматривать более сложную, чем трехмерная сфера, область 
ограничения параметров моделирования – n-мерную сферу (или n-сферу). Так, например, в аст-
рономии для моделирования движения небесных тел применяется уже четырехмерная сфера, по-
скольку к трем известным параметрам (длина, ширина, высота) движения материальной точки до-
бавляется четвертый параметр – время. В других областях науки количество параметров модели-
рования возрастает и, тем самым, увеличивается размерность сферы, их ограничивающей. В 
итоге возникает вопрос: до каких пор можно увеличивать количество параметров моделирования, 
чтобы модель была релевантной. В настоящей статье делается попытка ответить на данный во-
прос. В статье рассматриваются асимптотические особенности параметров n-сфер (при неогра-
ниченном увеличении размерности сферы, и количества параметров моделирования), приводится 
аналитическое решение указанной проблемы и ее численное моделирование. Выдвигается гипо-
теза об ограниченном использовании n-сфер для моделей большого порядка. Статья может пред-
ставлять интерес для научных работников и студентов, изучающих численное моделирование и 
поведение гиперсфер на бесконечности. 
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Abstract. As an object of computer simulation, a three-dimensional sphere is used in many areas of 
contemporary science and technology due to its convenience, simplicity, and versatility. An increased 
number of parameters for contemporary models complicates the limiting area of simulation parameters 
to an n-dimensional sphere (n-sphere). For example, a four-dimensional sphere used in astronomy to 
simulate the movement of celestial bodies includes a fourth parameter of time in addition to the length, 
width, and height of material point movement. In other areas of science, the growing number of simulation 
parameters increases the dimensionality of the limiting sphere. This sets the problem of the limit number 
of simulation parameters for maintaining the relevance of the model. The article examines the asymptotic 
features of n-sphere parameters at an unlimited increase in the sphere dimensionality and number of 
simulation parameters. For providing an analytical solution to the problem and its numerical simulation, 
a hypothesis about the limited use of n-spheres for high-order models is put forward. The article may be 
of interest to researchers and students studying numerical simulation and infinite behavior of hy-
perspheres. 
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ВВЕДЕНИЕ 
На сегодняшний день существует множество задач оптимизации и классификации из различ-

ных областей знания, в которых рассматриваемые параметры представлены n-сферами (гипер-
сферами). Например, задачи машинного обучения, оптимального управления и ряд других [1–3]. 
Актуальной проблемой является решение конкретных задач цифровизации и применения инфор-
мационных технологий как в отдельных отраслях народного хозяйства, так и в строительстве в 
частности [4, 5]. Так, например, гиперсферы минимального объема в многомерном пространстве 
используются для описания распределения данных об энергопотреблении зданий [6]. Рассматри-
вая n-сферы (или n-шары) порядка от n=4 и более, возникает задача представления их на размер-
ностях меньшего порядка. Далее в статье понятие n-сфера (гиперсфера) будет применяться как 
для описания класса n-мерных поверхностей, так и для n-мерных геометрических тел, т. е. n-ша-
ров, подразумевая, что из контекста понятно, о какой именно характеристике идет речь. Рассмот-
рим как изменяются площади поверхности 𝑆𝑛 и объемы 𝑉𝑛 в зависимости от n для того, чтобы 
перейти к заданию граничных условий в задачах оптимизации. 

Для n-сферы размерности n (в-мерном евклидовом пространстве) площадь поверхности 𝑆𝑛−1 

и объем 𝑉𝑛, ограниченный ею (объем n-шара), можно рассчитать по формулам [7–9]: 
 

𝑆𝑛−1 = 𝑛 ∙ 𝐶𝑛 ∙ 𝑅𝑛−1 (1)  

 

𝑉𝑛 = 𝐶𝑛 ∙ 𝑅𝑛 , (2)  

где 

𝐶𝑛 = 𝜋𝑛 2⁄ Г(𝑛 2⁄ + 1)⁄ , (3)  

 
а Г(𝑥) – гамма-функция. 
Изучим как ведет себя площадь поверхности n-сферы при росте размерности пространства n. 

Не уменьшая общности, принимаем радиус n-сферы R=1.  
Рассмотрим два случая:  
 

I) 𝑛 = 2k       II) 𝑛 = 2k + 1 при 𝑛 → ∞ 

 
I) 𝑆2𝑘 = 2𝑘 ∙ 𝐶2𝑘 = 2𝑘 ∙  𝜋𝑘 Г(𝑘 + 1)⁄ = 

 

Так как для любого целого неотрицательного n верно Г(𝑛 + 1) = 𝑛!, то  
 

= 2𝑘 ∙  𝜋𝑘 𝑘!⁄ = 2 ∙  𝜋𝑘 (𝑘 − 1)!⁄  = 
 

Согласно формуле Стирлинга 𝑛! ≈ √2𝜋𝑛(𝑛
𝑒⁄ )𝑛, выполним замену k-1=m: 

 

=
2 ∙  𝜋𝑚+1

√2𝜋𝑚(𝑚
𝑒⁄ )𝑚

=
√2𝜋

√𝑚
∙ (

𝜋𝑒

𝑚
)

𝑚

 

 

При 𝑚 → ∞ получим: 

lim
𝑚→∞

𝑆2(𝑚+1) =  lim
𝑚→∞

√2𝜋

√𝑚
∙ (

𝜋𝑒

𝑚
)

𝑚

= 

= lim
𝑚→∞

√2𝜋

√𝑚
∙ lim

𝑚→∞
(

𝜋𝑒

𝑚
)

𝑚

= 0 ∙ lim
𝑚→∞

𝑒 ln(
𝜋𝑒
𝑚

)
𝑚

= 0 ∙ 𝑒
lim

𝑚→∞
𝑚 ln(

𝜋𝑒
𝑚

)
= 0 ∙ 𝑒

lim
𝑚→∞

𝑚∙(ln 𝜋+ln 𝑒−ln 𝑚)
= 

= 0 ∙ 𝑒
lim

𝑚→∞
𝑚∙(ln 𝜋+1−ln 𝑚)

= 0 ∙ 𝑒−∞ = 0 
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Для случая II) 
 

𝑆2𝑘+1 = (2𝑘 + 1) ∙ 𝐶2л+1𝑛 = (2𝑘 + 1) ∙  𝜋2𝑘+1 2⁄ Г(2𝑘 + 1 2⁄ + 1)⁄  
 

Выполним замену 
2𝑘+1

2
= 𝑝, тогда 

 

𝑆2𝑘+1 = 2𝑝 ∙  𝜋𝑝 Г(𝑝 + 1) =
2𝑝∙𝜋𝑝

𝑝!
⁄   

 
Следовательно, этот случай сводится к случаю I). Отсюда можно заключить, что при 𝑛 → ∞ 

площадь поверхности n-сферы 𝑆𝑛 → 0. 
Аналогично, рассмотрим поведение объема 𝑉𝑛 n-шара при росте размерности пространства n. 

Не уменьшая общности, принимаем радиус n-шара R=1.  
Аналогично нахождению предела площади поверхности гиперсферы, нахождение предела 

объема гиперсферы можно разделить на два случая: 

 

 I) 𝑛 = 2k    II) 𝑛 = 2k + 1 при 𝑛 → ∞. 

I) 𝑉2𝑘 =  𝐶2𝑘 = 𝜋𝑘 Г(𝑘 + 1)⁄ = 𝜋𝑘 𝑘!⁄ =  
𝜋𝑘

√2𝜋𝑘(𝑘
𝑒⁄ )

𝑘 =  
1

√2𝜋𝑘
∙ (

𝜋𝑒

𝑘
)

𝑘

 

 
При 𝑘 → ∞ получим: 

lim
𝑚→∞

𝑉2𝑘 =  lim
𝑘→∞

1

√2𝜋𝑘
∙ (

𝜋𝑒

𝑘
)

𝑘

= 

= lim
𝑘→∞

1

√2𝜋𝑘
∙ lim

𝑘→∞
(

𝜋𝑒

𝑘
)

𝑘

= 0 ∙ 𝑒−∞ =  0 

 

II) 𝑉2𝑘+1 =  𝐶2𝑘+1 = 𝜋2𝑘+1 2⁄ Г(2𝑘 + 1 2⁄ + 1)⁄ = [замена 2𝑘 + 1 2⁄ = 𝑝] = 𝜋𝑝 𝑝!⁄  
 
Следовательно, второй случай сводится к первому. А значит и объем 𝑉𝑛 n-шара при 𝑛 → ∞ 

стремится к нулю. Частично такой же результат получен в [10]. 
Рассчитаем значения для первых двадцати пяти 𝑆𝑛 и 𝑉𝑛. Для расчета был написан алгоритм на 

языке Python (рис. 1). При формировании алгоритма было использовано следующее разложение 
для (3), указанное в [10]: 

 

𝐶2𝑘 =  𝜋𝑘 𝑘!⁄  и 𝐶2𝑘+1 = 2𝑘+1 ∙  𝜋𝑘 (2𝑘 + 1)!!⁄  (4)  

 
Полученные значения с точностью до 6-го знака представлены в таблице. 
 

Значения параметров n-сфер 
The values of the n-spheres parameters 

n 𝑺𝒏 𝑽𝒏 

1 2,000000 2,000000 

2 6,283185 3,141593 

3 12,566371 4,188790 

4 19,739209 4,934802 

5 26,318945 5,263789 

6 31,006277 5,167713 

7 33,073362 4,724766 

8 32,469697 4,058712 

9 29,686580 3,298509 

10 25,501640 2,550164 

11 20,725143 1,884104 

12 16,023153 1,335263 
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Окончание табл. 

n 𝑺𝒏 𝑽𝒏 

13 11,838174 0,910629 

14 8,389703 0,599265 

15 5,721649 0,381443 

16 3,765290 0,235331 

17 2,396679 0,140981 

18 1,478626 0,082146 

19 0,885810 0,046622 

20 0,516138 0,025807 

21 0,292932 0,013949 

22 0,162149 0,007370 

23 0,087645 0,003811 

24 0,046310 0,001930 

25 0,023943 0,000958 

 

 
 

Рис. 1. Алгоритм вычисления 𝑺𝒏 и 𝑽𝒏 n-сфер 
Fig. 1. The algorithm for calculating 𝑺𝒏 and 𝑽𝒏 n-spheres  
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Графически сходимость 𝑆𝑛 и 𝑉𝑛 к 0 представлена на рис. 2. 
 

 
Рис. 2. 𝑺𝒏 и 𝑽𝒏 n-сфер единичного радиуса в зависимости от n 

Fig. 2. 𝑺𝒏 и 𝑽𝒏 n-sphere of unit radius depending on n 
 

Как видно из полученных данных, экстремумы значений для 𝑆𝑛 и 𝑉𝑛 наблюдаются на размер-

ностях n равных 6 и 5 соответственно. Обратим внимание, что для задач оптимизации рассматри-
ваются случаи граничных условий, начиная от 𝑆1, геометрически соответствующей двумерному 
кругу, и 𝑉3, геометрически соответствующей трехмерному шару. Выбрав значения S и V этих фи-
гур, при R=1, за базисные, заметим, что для площади поверхности n-сферы 𝑆𝑛 становятся меньше 

начиная с n=14, а для 𝑉𝑛 уже с n=8. Для n=18 и n=14 значения 𝑆𝑛 и 𝑉𝑛 составляют уже менее 15 % 
соответственно. Авторы этим наблюдением хотят показать, что возможно для некоторых типов 
задач, чрезмерное повышение размерности не будет давать нужной точности. В случаях опреде-
ленной постановки задач такая сходимость к нулю может иметь положительный аспект. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 
Многокритериальные модели, в которых граничные условия задаются гиперсферой требуют 

более глубокого анализа. На их основе возможна разработка методов управления данными ин-
формационных моделей, в том числе решение задач машинного обучения. При решении задач 
развертки или масштабирования таких моделей на пространство меньших размерностей, как это 
реализовано в [11, 12, 15], возможен переход к визуализации, трансформации и анализу инфор-
мации сложных систем [13]. Дальнейшими векторами развития моделей, использующих n-сферы, 
могут быть алгоритмы, которые переходят от простого отображения одной гиперсферой несколь-
кими [14] или которые включают в себя подбор оптимальных гиперпараметров, нормализацию ра-
диуса гиперсфер и настройку параметров оптимизации при моделировании [15, 16]. Как справед-
ливо замечено в [17–19], c помощью цифровых технологий можно оптимизировать процесс пони-
жения размерностей и, путем автоматизированного отбора небольшого количества наиболее ин-
формативных признаков, значительно сократить число просматриваемых проекций. А применение 
информационных моделей и современных технологий моделирования значительно облегчает 
разработку проекта строительства [20]. Сейчас в сфере строительного рынка существует ряд при-
оритетных задач, которые кроме модернизации существующих механизмов инвестиционно-стро-
ительной деятельности требуют разработки новых подходов [21, 22]. Например, для задач управ-
ления жизненным циклом объектов капитального и транспортного строительства разрабатыва-
ются технологии на основе искусственных нейронных сетей, обучаемых методами машинного обу-
чения [23, 24]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В статье показаны асимптотические особенности площадей поверхности n-сфер и объемов 

ими ограниченных. Представлен алгоритм для вычисления 𝑆𝑛 и 𝑉𝑛 n-сфер единичного радиуса и 
проанализированы полученные значения. Выдвигается гипотеза об ограниченной применимости 
n-сфер для задач оптимизации и классификации. Следующим шагом предполагается работа по 
использованию n-сфер для моделирования и анализа при внедрении информационных техноло-
гий, в том числе технологий нейронных сетей, в отрасли строительства.  
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