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с использованием вычислительного комплекса SCAD 

 
© В.А. Кущ, В.П. Ященко 

Иркутский национальный исследовательский технический университет, г. Иркутск, Россия 
 

Резюме:  Цель работы заключается в анализе результатов определения усилий и перемеще-
ний в плоской раме при статической нагрузке, полученных с учетом физически нелинейной 
работы железобетона. Проведено сравнение деформационных теорий, применяемых для 
композитных материалов. Осуществлен линейный расчет и исследованы результаты нели-
нейного автоматизированного расчета перемещений и усилий в раме, выполненного в про-
граммном комплексе SCAD Office (версия 21.1.9.7) с использованием различных вариантов 
деформационных теорий. Проведен автоматизированный расчет рамы в соответствии с реко-
мендациями СП 52-103-2007 «Железобетонные монолитные конструкции зданий», согласно 
которому нелинейную работу железобетонных элементов конструкций рекомендуется учиты-
вать путем введения понижающих коэффициентов. Был выполнен сравнительный анализ ре-
зультатов определения перемещений и усилий в плоской железобетонной раме, вследствие 
чего было установлено несоответствие значений величин усилий, полученных при расчетах 
по теориям физической нелинейности и по рекомендациям СП 52-103-2007. Максимальная 
погрешность, по сравнению с нелинейным расчетом по СП 52-103-2007, составляет 55,8%. 
При сравнении данных, полученных в расчетах, также было установлено несоответствие зна-
чений перемещений, полученных по рекомендациям СП 52-103-2007. Наибольшее расхожде-
ние с результатами нелинейного расчета составляет 49,4%, а с результатами линейного рас-
чета – 69%. Таким образом, проведенное исследование выявило несогласованность резуль-
татов, полученных с использованием нормативных рекомендаций, и результатов линейного и 
нелинейного расчета. Разнонаправленность результатов требует дополнительных верифика-
ционных проверок при использовании нелинейного анализа в расчетах на прочность и жест-
кость как средства уточнения напряженно-деформированного состояния конструкции. 
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Consideration of physical nonlinearity in the calculation of a flat reinforced 
concrete slab using the SCAD software 
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Abstract: The aim of the paper is to analyze the results of the determination of forces and motions 
in a flat slab under static load, obtained considering the physically nonlinear operation of reinforced 
concrete. The deformation theories used for composite materials were compared. A linear analysis 
was carried out, along with a nonlinear automated analysis of forces and motions in a slab in the 
SCAD Office software (version 21.1.9.7) based on various deformation theories. An automatic calcu-
lation of a slab was conducted in accordance with the guidelines of the SP 52-103-2007 “Concrete 
monolithic building structures”, according to which the nonlinear operation of reinforced concrete 
structural elements should be considered by introducing reducing coefficients. A comparative analy-
sis of the obtained forces and motions in a flat reinforced concrete slab was carried out. An incon-
sistency was found between the values calculated based on the theory of physical nonlinearity and 
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those calculated according to the recommendations of SP 52-103-2007. In comparison with the non-
linear analysis based on SP 52-103-2007, the maximum error comprised 55.8%. The obtained val-
ues of motions, according to the recommendations of SP 52-103-2007, were also inconsistent. The 
largest discrepancy in the results of the nonlinear analysis was 49.4%, while the largest discrepancy 
in the linear analysis was 69%. Thus, the study showed inconsistency between the results obtained 
using the guidelines and the results of linear and non-linear analysis.  The difference in the results 
demands additional verification when using non-linear analysis in calculations for strength and stiff-
ness as a means of clarifying the stress-strain state of the studied structure. 
 
Keywords: nonlinear analysis, elastic-plastic material, strength criteria, plasticity theories, SCAD 
Office 
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Введение 
В настоящее время при проектировании 

строительных конструкций в основном ис-
пользуется линейная постановка. Это поз-
воляет существенно сократить сложность 
расчетов и затраты времени на их прове-
дение. Для более детального исследования 
работы сооружений требуется учитывать 
нелинейное поведение конструкции при 
выполнении расчетных процедур [1–7]. При 
расчете железобетонных конструкций с ис-
пользованием нелинейных диаграмм де-
формирования бетона и стали [8–9] удает-
ся получить более точную картину напря-
женно-деформированного состояния стро-
ительных конструкций, что дает возмож-
ность эффективного использования воз-
можностей конструкционных материалов 
при расчете элементов конструкций на 
прочность, жесткость по второй группе 
предельных состояний или на устойчи-
вость. 

Модели деформирования для бетона 
Для учета физической нелинейности 

необходимо выбрать модель деформиро-
вания для материала. Особенностью рас-
чета железобетона является то, что дан-
ные задаются как для бетона, так и для ар-
матуры. Работа бетона описывается на ос-
новании деформационной теории пластич-
ности, теории пластического течения Дру-
кера – Прагера или теории пластического 
течения Гениева [10–19]. 

В основу деформационной теории пла-
стичности положены физические соотно-
шения, связывающие напряжения и де-
формации. При построении теории исполь-
зуются следующие допущения: 

1. Связь между интенсивностью 
напряжений и интенсивностью деформаций 

не зависит от вида напряженного состояния.  
2. Между объемной деформацией и сред-

ним напряжением существует линейная зави-
симость: 

𝜀𝑣 =
3𝜎ср

𝐾
=

3 ∙ (1 − 2𝜈)

𝐸
𝜎ср . 

Здесь K – это модуль объемной деформа-
ции. При больших пластических деформациях 
данное допущение заменяется допущением о 
несжимаемости материала. 

3. Компоненты девиатора напряжений 
пропорциональны компонентам девиатора 
деформаций: 

𝐷𝜀
 = 𝜒 ∙ 𝐷𝜎

  . 

Здесь 𝜒 =
𝜀1

𝜀1−𝜀ср
 – модуль пластичности. 

При возрастающих напряжениях поведе-
ние материала в области пластических де-
формаций не отличается от его упругого по-
ведения, а при разгрузке появляется пласти-
ческая деформация. 

Как показывают экспериментальные ис-
следования [10], деформационная теория 
пластичности справедлива при относительно 
небольших пластических деформациях при 
осуществлении простого нагружения, когда 
все нагрузки растут пропорционально одному 
параметру. При больших деформациях или 
при сложном нагружении поведение бетона 
отличается от того, что предлагает 
деформационная теория пластичности, так как 
объемный закон Гука не соблюдается. 

Теория пластического течения рассматри-
вает не сами деформации, а их приращения. 
При построении теории используются следу-
ющие допущения: 

1. Связь между интенсивностью напряже-
ний и интенсивностью деформаций не зависит 
от вида напряженного состояния.  
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2. Объёмные изменения являются 
только упругими и между приращением 
объемной деформации и приращением 
среднего напряжения существует линейная 
зависимость: 

𝑑𝜀𝑣 =
3 ∙ 𝑑𝜎ср

𝐾
=

3 ∙ (1 − 2𝜈)

𝐸
𝑑𝜎ср. 

3. Девиатор приращения пластической 
деформации пропорционален девиатору 
напряжений: 

𝐷𝑑𝜀
𝑝𝑙

= 𝑑𝜆 ∙ 𝐷𝜎
  . 

Коэффициент пропорциональности 𝑑𝜆 – 

некоторая функция напряжений. При ис-
пользовании критерия Друкера – Прагера 
зависимость принимает вид: 

√𝐽2(𝐷𝜎) = 𝐴 + 𝐵 ∙ 𝐼1(𝑇𝜎).  

Здесь 𝐼1(𝑇𝜎) = 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3 – первый ин-
вариант тензора напряжений; 

 𝐽2(𝐷𝜎) =
1

6
[(𝜎1 − 𝜎2)2 + (𝜎2 − 𝜎3)2 + (𝜎3 − 𝜎1)2] – 

второй инвариант девиатора напряжений; 

𝐴 =
2

√3
(

𝜎𝑐 ∙𝜎𝑡

𝜎𝑐+𝜎𝑡
); 𝐵 =

1

√3
(

𝜎𝑡−𝜎𝑐

𝜎𝑐+𝜎𝑡
) – константы, 

определяемые по экспериментальным дан-

ным; 𝜎𝑡, 𝜎𝑐 – пределы прочности при одно-
осном растяжении и сжатии. 

Данный критерий подходит как для пла-
стичных, так и для хрупких материалов. 
Также он может применяться для описания 
разрушения скальных грунтов, бетона, по-
лимеров и других материалов. Однако, его 
применение дает большие погрешности, 
если прочности материала при сжатии и 
растяжении отличаются больше, чем на 
порядок. 

При использовании критерия прочности 
Гениева теория пластического течения за-
писывается в виде: 

3 ∙ 𝐽2(𝐷𝜎) = [𝜎𝑐 ∙ 𝜎𝑡 + (𝜎𝑐−𝜎𝑡)𝐼1(𝑇𝜎)]  × 

× {1 − (1 −
3𝑇𝑐

2

𝜎𝑐 ∙ 𝜎𝑡
) [1 +

 𝐽3(𝐷𝜎)

2
(

 𝐽2(𝐷𝜎)

3
)

−
3
2

]}. 

Здесь  𝐽3(𝐷𝜎) = (𝜎1 − 𝜎0) ∙ (𝜎2 − 𝜎0) ∙ (𝜎3 −
𝜎0) – третий инвариант девиатора напряже-
ний; 𝑇𝑐  – параметр прочности, принимае-
мый в следующих пределах [10]: 

0,168 ≈ √
11

39
√𝜎𝑐 ∙ 𝜎𝑡 ≤ 𝑇𝑐 ≤

1

√3
√𝜎𝑐 ∙ 𝜎𝑡 ≈ 0,183. 

Исходя из исследований работы [10], 
при использовании критерия Гениева в 
условиях плоского напряженного состояния 
возможно как завышение расчетной проч-
ности бетона, так и её занижение. 

Модели деформирования для стали 
Арматура описывается как деформаци-

онной теорией пластичности, так и теорией 

пластического течения с использованием кри-
терия текучести фон Мизеса. При этом учиты-
вается жесткость арматуры не только при рас-
тяжении-сжатии, но и при сдвиге.  

При использовании деформационной тео-
рии пластичности используется билинейная 
диаграмма деформирования или её экспонен-
циальные аппроксимации. Объемная дефор-
мация арматурного стержня определяется вы-
ражением: 

𝜃 = 𝜀𝑠 + 𝜀𝑛 + 𝜀𝑧 = (1 − 2𝜈𝑠)𝜀𝑠 . 

Здесь 𝜀𝑠 , 𝜀𝑛 , 𝜀𝑧 – деформации в направле-
нии локальных осей (s, n, z) арматурного 

стержня, 𝜈𝑠 – коэффициент Пуассона по 
направлению s. Приведенное напряжение 
представляется выражением: 

𝜎𝑒,𝑠 = √3𝐽2(𝐷𝜎) = √𝜎𝑠
2 + 3(𝜏𝑠𝑦

2 + 𝜏𝑠𝑧
2 ). 

Здесь 𝐽2(𝐷𝜎) – второй инвариант девиатора 

напряжений, 𝜎𝑠 – предел текучести стали, 𝜏𝑠𝑦, 

𝜏𝑠𝑧 – касательные напряжения в плоскостях sy 
и sz соответственно. 

Приведенная деформация определяется 
из условия: 

𝜀𝑒,𝑠
 =

2

3
√(1 + 𝜈)2(𝜀𝑥 − 𝜀𝑠

𝐴)2 +
3

4
[(𝛾𝑠𝑛 − 𝛾𝑠𝑛

𝐴 )2 + (𝛾𝑠𝑧 − 𝛾𝑠𝑧
𝐴 )2] .  

Здесь 𝜀𝑠
𝐴, 𝛾𝑠𝑛

𝐴 , 𝛾𝑠𝑧
𝐴 – остаточные деформации. 

В теории пластического течения фон Ми-
зеса предполагается, что опасное (предель-
ное) состояние нагруженного тела определя-
ется предельной величиной накопленной 
удельной потенциальной энергии формоизме-
нения. При этом считается, что материал сле-
дует закону Гука вплоть до наступления пре-
дельного состояния. Условие пластичности 
фон Мизеса записывается как: 

𝜎𝑖 =
1

√2
√(𝜎1 − 𝜎2)2 + (𝜎2 − 𝜎3)2 + (𝜎3 − 𝜎1)2. 

Здесь 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 – главные напряжения. В 
момент наступления пластического состояния 

интенсивность напряжения 𝜎𝑖 становится рав-
ной истинному пределу текучести. 

Учет физической нелинейности по  
рекомендациям нормативных документов 

Ввиду того, что бетон начинает работать 
нелинейно даже при малых нагрузках, пере-
распределение усилий в железобетоне не 
стоит недооценивать. Однако, этим зачастую 
пренебрегают ввиду определенных обстоя-
тельств. Физическая нелинейность учитывает-
ся исключительно путем понижения жестко-
стей конечных элементов с помощью понижа-
ющих коэффициентов.  

В нормах СП 52-103-2007 «Железобетон-
ные монолитные конструкции зданий» при 
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расчете деформаций конструкций в первом 
приближении значения понижающих коэф-
фици-ентов относительно начального мо-
дуля упругости бетона с учетом длительно-
сти действия нагрузки рекомендуется при-
нимать: для вертикальных несущих эле-
ментов – 0,6, а для плит перекрытий (по-
крытий) – 0,2 при наличии трещин или 0,3 
при их отсутствии. 

Расчет в линейной и нелинейной  
постановке с использованием ПК SCAD  
Office 

Для оценки влияния физической нели-
нейности на величину перемещений и уси-
лий была создана тестовая модель, для 
которой проведены линейный расчет, рас-
четы с использованием различных вариан-
тов нелинейных теорий [14–15], а также 
расчет, в котором для учета нелинейной 
работы материала использовались пони-
жающие коэффициенты для модуля упру-
гости материала в соответствии с СП 52-
103-2007. Расчетная модель создавалась в 
системе прочностного анализа и проекти-
рования конструкций SCAD (версия 
21.1.9.7). Объектом изучения была выбра-
на монолитная железобетонная рама про-
летом l = 10 м, высотой h = 4 м, сечением 
колонн 400 мм х 400 мм и сечением ригеля 
400 мм х 600 мм, с жестким защемлением 
баз колонн. На ригель приложена распре-
деленная нагрузка интенсивностью 3 т/м по 

всей длине пролета и сосредоточенная 
нагрузка 5 т на расстоянии 2 м от правого края 
ригеля. На колонны действует распределен-
ная нагрузка (слева направо) интенсивностью 
1 т/м по всей высоте. 

Линейный расчет проводится в двух вари-
антах. Первый вариант предполагает постоян-
ное значение модуля упругости бетона. Во 
втором варианте модуль упругости бетона из-
меняется в соответствии с рекомендациями 
норм СП 52-103-2007, что имитирует нелиней-
ный расчет. 

После выполнения линейного расчета схе-
ма преобразуется для выполнения расчета с 
учетом физической нелинейности. Элементам 
назначается тип № 405 (пространственный 
стержень с учетом физической нелинейности).  

Выбор расчетной теории происходит на 
этапе создания расчетной модели при зада-
нии жесткости элементам. Нелинейный режим 
расчета вызывается установкой флажка «Фи-
зическая нелинейность» в диалоговом окне 
«Жесткость». После установки флажка появ-
ляется диалоговое окно «Материалы», в кото-
ром можно указать физико-механические ха-
рактеристики материала и выбрать вариант 
теории. Программа обеспечивает два вариан-
та пластического поведения материала: со-
гласно деформационной теории пластичности 
и теории пластического течения. По умолча-
нию используется деформационная теория 
пластичности (рис. 1).  

 

 

Рис. 1. Вкладка «Жесткость стержневых элементов» 
Fig. 1. Bar “Stiffness Tab” 
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После задания характеристик мате-
риалов имеется возможность визуализиро-
вать диаграмму «Напряжение – деформа-

ция». Билинейная диаграмма и аппроксимация 
билинейной диаграммы представлены на 
рис. 2. 

 

 

Рис. 2. Диаграммы «Напряжение – деформация» 
Fig. 2. Stress-strain diagrams 

 
Далее задается схема армирования 

железобетонных элементов и эти элементы 
включаются в группу конструктивных желе-
зобетонных элементов (рис. 3).  

Решение нелинейной задачи про-
граммными комплексами производится ша-
говым методом. Процессор организует по-
шаговое нагружение конструкции и обеспе-
чивает решение линеаризованной системы 
уравнений на каждом шаге для текущего 

приращения вектора узловых нагрузок, сфор-
мированного для конкретного нагружения. Па-
раметры шагового процесса были сформиро-
ваны во вкладке «Моделирование нелинейных 
нагрузок». 

Результаты линейного расчета пред-
ставлены на рис. 4. Сравнение результатов 
расчетов для сечения в середине пролета 
приведено в табл. 1 и 2. 

 

Таблица 1. Величина изгибающего момента в середине пролета 
Table 1. Magnitude of bending moment in the middle of span 

№ Вид расчета Изгибающий момент, т м Расхождение, % 

1 Нелинейный по СП 52-103-2007 22,71 – 

2 Нелинейный по деформационной теории 
пластичности 

30,56 34,6 

3 Нелинейный по теории Друкера – Прагера  30,57 34,6 

4 Нелинейный по теории Гениева 35,4 55,8 

 
Таблица 2. Величина прогиба в середине пролета 
Table 2. Deflection value in the middle of the span 

№ Вид расчета Прогиб, мм Расхождение, % 

1 Нелинейный по СП 52-103-2007 42,3 – 

2 Нелинейный по деформационной теории  
пластичности 

53,57 26,6 

3 Нелинейный по теории Друкера – Прагера  21,41 –49,4 

4 Нелинейный по теории Гениева 44,45 5,1 
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Рис. 3. Вкладка «Схемы армирования» 
Fig. 3. Reinforcement Diagram Tab 

 

 
 

Рис. 4. Эпюра Мy (т*м) в линейном расчете 
Fig. 4. Мy (t * m) graph in linear calculation 

 

Из табл. 1 видно, что расчет по всем 
теориям физической нелинейности 
показывает примерно одинаковые усилия в 
пролете.  
      Максимальная погрешность по срав-

нению с нелинейным расчетом по СП 52-103-
2007 составляет 55,8%.  

Величина прогиба в середине пролета, 
полученного по линейному расчету, равна  
12,8 мм.  
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При сравнении величин прогиба из 
табл. 2, полученных разными нелинейными 
методами, можно увидеть, насколько 
сильно отличаются значения прогибов по 
сравнению с линейным расчетом. 
Наибольшая погрешность составляет 69%.  

Предельное значение прогиба для 
рассчитываемой рамы по рекомендациям 
СП 20.13330.2016 «Нагрузки и 
воздействия»:  

𝑙 ⁄ 233,3 = 10 ⁄ 233,3 = 0,043 м = 43 мм. 
Таким образом, при линейном расчете 

жесткость рамы обеспечена, а при 
нелинейном расчете жесткость обеспечена 
только по теории течения Друкера – 
Прагера. 

Заключение 
В реальной практике строительного 

проектирования расчет чаще проводят без 
учета физической нелинейности  работы  
материала,и применение нелинейного рас-
чета может показаться лишней процедурой. 
Поскольку при учете физической нелиней-
ности максимальные напряжения в кон-

струкциях могут не только уменьшиться, но и 
возрасти по сравнению с линейным расчетом, 
запас прочности по линейному расчету в од-
них местах конструкции (например, на опорах 
балок перекрытий) оказывается излишним, а в 
других местах недостаточным. Кроме этого, 
линейный расчет недооценивает величину пе-
ремещений элементов конструкций. 

Поэтому применение нелинейных расчетов 
должно стать стандартной процедурой при 
расчете конструкций зданий, их стоит исполь-
зовать и в тех случаях, когда применение про-
стых стандартных методов расчета сечений 
является недостаточным и не дает полной 
информации о поведении конструктивной си-
стемы.  

Нелинейный расчет может оказаться по-
лезным при оценке прочности уже готовой 
конструкции, при расчете элементов конструк-
ций на жесткость по второй группе предель-
ных состояний или на устойчивость. 
Разнонаправленность полученных резуль-
татов требует дополнительных верификаци-
онных проверок. 
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