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Аннотация. Рассмотрены возможности и результативность применения метода гармонического 
элемента в определении и формировании частотных характеристик сооружений, подверженных 
интенсивным динамическим воздействиям. Возможности формирования необходимых величин 
частот собственных колебаний сооружений реализуются за счет включения в параметры гармо-
нических элементов продольных сил, влияющих на процессы изгибных колебаний балочных 
элементов. Таким образом, осуществляется возможность настройки частот собственных колеба-
ний, варьирование которыми позволяет в известных пределах осуществлять функции виброза-
щиты или сейсмозащиты сооружения, а также давать оценку границ устойчивости сооружения. 
Возможность учета в качестве гармонических элементов балок с распределенными инерцион-
ными массами, сосредоточенных масс, твердых тел позволяет создавать динамические модели 
сооружений, несущих технологическое оборудование, избегая построения дискретизированных 
моделей, порождающих проблемы оценки погрешности дискретизации и многочисленные про-
блемы вычислительного характера. Для железобетонных конструкций формирование необходи-
мых продольных сил возможно при помощи преднапряжений арматуры. 
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Abstract. The possibilities and efficiency of the use of the harmonic element method (HEM) for the de-
termination of frequency characteristics for structures subjected to intensive dynamic effects are con-
sidered. This method allows the necessary values of frequencies for structural natural vibrations to be 
obtained by including the longitudinal forces influencing the bending vibrations of beam elements in the 
parameters of harmonic elements. Therefore, it is possible to adjust the frequencies of natural vibra-
tions, whose variation within known limits offers the vibration or seismic protection of the structure, 
along with an assessment of its stability limits. The method considers beams with distributed inertial 
masses, concentrated masses, and solid bodies as harmonic elements, which allows the dynamic 
models of structures carrying technological equipment to be created. This approach avoids the need for 
constructing discretized models, which entail the estimation of discretization errors and various compu-
tational challenges. In the case of reinforced concrete structures, the necessary longitudinal forces can 
be generated by prestressing the reinforcement. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Основой механических колебаний является 

знакопеременное движение динамической си-
стемы. Динамическая система определяется 
как совокупность объектов, обладающих мас-
сой и способных к относительному движению. 

Большинство повреждений строительных 
конструкций вызвано возникновением вибра-
ции. По этой причине проектировщики ставят 
перед собой задачу ограничить влияние виб-
рационных процессов на проектируемые стро-
ительные конструкции, главным образом по-
средством систем пассивной виброизоляции.  

Однако вибрация как явление вызывается 
циклическими или внезапными силами, дей-
ствующими отдельно или в сочетании с теп-
ловыми, статическими или другими фактора-
ми. Это особенно важно в силу того, что пери-
одические силы и моменты могут вызывать 
вынужденные упругие колебания, оказываю-
щие особенно разрушительный эффект при 
возникновении резонанса. Поскольку боль-
шинство виброактивного оборудования, раз-
мещаемого в промышленных (грохота, дро-
билки) и гражданских (грузовые и пассажир-
ские лифты) зданиях, генерирует вибрации 
частоты, близкой к собственной частоте озна-
ченных выше сооружений, проблема резонан-
са оказывается особенно острой.  

Также следует отметить, что увеличение 
производительности машин приводит к повы-
шению скоростей, увеличению энергопотреб-
ления и усложнению рабочих процессов и 
структурных конструкций. В результате харак-
тер вибрации в современных машинах стано-
вится все более сложным, а вибрационные 
нагрузки на элементы строительных конструк-
ций возрастают. 

Все это приводит к потребности в форми-
ровании устойчивых методов воздействия на 
инерционные параметры виброактивных си-
стем, с целью изменения частоты колебаний 
этих систем. Последнее обстоятельство позво-
ляет вывести колебательный процесс из резо-
нансной зоны и тем самым значительно сни-
зить нагрузки на несущие конструкции здания. 

Моделирование динамических процессов, 
протекающих в системах с нерегулярным рас-
пределением границ областей и нерегуляр-

ными граничными условиями - деформируе-
мых объектов и конструкций различного 
назначения осуществляется, как правило, пу-
тем представления их инерционных парамет-
ров как дискретной совокупности их значений. 
Такая дискретизация представляет собой 
процесс разделения непрерывной расчетной 
схемы на дискретные элементы с целью ана-
лиза ее динамического поведения и инерци-
онного отклика. Такая дискретизация является 
фундаментальным шагом в анализе динамики 
зданий, особенно при изучении реакции кон-
струкций на динамические нагрузки, такие как 
землетрясения или ветер. 

Инерционные параметры, такие как пара-
метры массы и жесткости, характеризуют рас-
пределением или континуальностью. Путем 
дискретизации этих параметров непрерывная 
конструкция разделяется на более мелкие, 
взаимосвязанные элементы, каждый из кото-
рых обладает своими собственными свой-
ствами массы и жесткости. Этими элементами 
могут быть балки, колонны, стены, плиты пе-
рекрытия или любые другие конструктивные 
элементы, из которых состоит здание или со-
оружение. 

Для дискретных механических систем ха-
рактерны следующие плюсы: 

1. Гибкость анализа: Дискретизация поз-
воляет применять широкий спектр методов 
анализа, специально адаптированных для 
дискретных элементов. Эти методы включают 
анализ методом конечных элементов, методы 
конечных разностей и другие численные ме-
тоды. 

2. Универсальность моделирования: Дис-
кретизация обеспечивает универсальные 
возможности моделирования. Инженеры мо-
гут представлять различные типы конструк-
тивных компонентов, таких как балки, колон-
ны, плиты перекрытия и стены, соответству-
ющими типами элементов. 

3. Вычислительная эффективность: Дис-
кретизация структуры позволяет использовать 
эффективные вычислительные алгоритмы и 
численные методы, специально разработан-
ные для дискретных элементов. 

При всех преимуществах данного подхода, 
в числе которых можно привести возможность 
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получения достаточно точного решения урав-
нений динамики для подобного рода дискре-
тизированных систем, очевидны и его недо-
статки: 

1. Оценка точности дискретизации модели 
может оказаться весьма затруднительной [1]. 

2. При возможном значительном числе 
учитываемых узловых точек пропорционально 
вырастает размерность дискретной модели, 
что неизменно влечет за собой затруднение 
анализа обусловленности вибрационных про-
цессов [2].  

3. Получение адекватного действительно-
сти частотного спектра модели находиться в 
прямой зависимости от количества узловых 
точек, являющихся средоточием инерционных 
характеристик в рассматриваемой системе, а 
также от способа дискретизации исходной си-
стемы [3, 4]. 

Метод гармонических элементов может 
быть предложен в качестве средства устране-
ния недостатков, связанных с дискретизацией 
инерционных параметров при решении дина-
мических задач, главным образом для повы-

шения точности конечных результатов. Этот 
метод основан на методе динамической по-
датливости [5, 6], являющийся в сущности 
своей развитием метода перемещений и при-
меняемый для аналитического описания си-
стем, подверженных воздействию виброак-
тивных сил.  

МЕТОДЫ 
Установим определение введенного ранее 

термина «гармонический элемент» (ГаЭ). Так, 
гармонический элемент относится к модифи-
кациям конечного элемента [7–16], которая 
содержит, помимо прочего, в качестве пара-
метров частоту внешнего воздействия ω и 
распределенную массу ρ. Гармонические 
элементы используются для получения ана-
литического представления колебательных 
форм как функций параметров ω и N с их по-
следующим анализом. В целях демонстрации 
мы рассмотрим полный набор аналитических 
преобразований, относящихся к элементу ти-
па шарнир-шарнир (Ш-Ш), представленного на 
рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема балки вида «шарнир – шарнир» 
Fig. 1. The design scheme of the beam of the "hinge - hinge" type 

 
Упомянутый выше термин «метод гармо-

нических элементов» можно считать умест-
ным, поскольку, сохраняя те же свойства и 
методы решения, что и метод конечных эле-
ментов, он также учитывает частотные эф-
фекты и распределенную массу. Это значи-
тельно упрощает анализ точности дискрети-
зации в исходной системе и расширяет при-
менимость результатов к более сложным мо-
делям. В результате могут быть разработаны 
нетрадиционные методы виброизоляции, ос-
нованные на манипулировании инерционными 
параметрами, для получения форм вибрации 
со специфическими свойствами. 

Следуя изложенным выше принципам, 
смоделируем вынужденные колебания балки 
с частотой  под действием неизменной во 
времени продольной силы N. Также условим-
ся обозначать длину рассматриваемой балки 

литерой ,погонную массу литерой  и жест-
кость как EJ. Приведем внешнее воздействие, 
наложенное на балку, к совокупности сосре-
доточенных силовых факторов, приложенных 
в ее граничных точках (узлах). В таком случае 
весь механический процесс, совершаемый 
балкой под воздействием внешних силовых 
факторов, можно определить как колебатель-
ный. При этом колебания выполняются под 
воздействием сосредоточенных гармониче-
ских сил и моментов. Если предположить, что 
сколь угодно близкие узлы балки не взаимо-
действуют между собой, то равновесие ее 
элементарного участка в пролетной зоне 
можно описать с помощью уравнения Эйлера-
Бернулли1 

,0VEJV xxxxtt =+           (1) 

При заданной частоте внешнего воздей-
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ствия  справедливо следующее расширение 
данного уравнения:  

.0VNVEJV xxxxxxtt =−+  (2) 

Для гармонического элемента, в отличии 
от обыкновенного конечного элемента, оказы-
вается справедливым следующее обстоя-
тельство.  

Единичное гармоническое перемещение 
каждой связи вызывает отклик во всех нало-
женных связях, при этом несущественным яв-
ляется факт статической определимости рас-
сматриваемого конечного элемента. Данное 
свойство гармонических элементов позволяет 
сформировать невырожденную матрицу жест-
костей и для статически определимых эле-
ментов, что открывает возможность для опи-
сания динамических характеристик подобных 
систем. Указанные выше реакции, располо-
женные последовательно в соответствии с 
номерами связей, образуют вектор , пред-
ставляющий амплитуды гармонических реак-
ций внутри связей. Поочерёдное гармониче-
ское перемещение связей формирует матрицу 
динамических реакций . В свою 
очередь, манипулируя значением внешней 
продольной силы N возможно не только изме-
нить частоту собственных колебаний и коле-
бательную форму элемента, но и получить 

колебательную форму с заранее определен-
ными свойствами. Следовательно, такой под-
ход может быть положен в основу методики 
снижения интенсивности вибраций, позволяя 
в некоторых случаях и вовсе устранить тако-
вые.  

Данный метод виброизоляции, основанный 
на управлении характеристиками колебатель-
ной системы (объекта управления) при помо-
щи внешнего продольного воздействия 
(управляющее устройство), и проиллюстриро-
ван в рамках данной работы. 

При заданной частоте внешнего воздей-
ствия ω колебательные формы балки одно-
значно определяются вектором амплитуд уз-
ловых гармонических перемещений в котором 
компоненты расположены по порядку нумера-
ции соответствующих связей. 

( ) ,Y),a(Y,Y),0(YY
Т

axxx0xxx ==
=     (3) 

Выражение (3) в сущности описывает бо-
лее общий сценарий наложения связей на 
балку в количестве четырех штук.  

Данный вариант представлен на рис. 2.  
Учитывая, что в варианте Ш-Ш угловые 

связи отсутвуют, допустимо сделать следую-
щее уточнение:  и . 

 
Рис. 2. Нумерации связей стержня с жесткими узлами 

Fig. 2. Numbering of rod connections with rigid nodes 

 
Вектор  определяет граничные усло-

вия, используемые для получения однозначно-
го решения уравнения (2).  

Поочерёдное гармоническое перемещение 
связей формирует матрицу динамических ре-
акций 

 21 R,RR = . 

Подставим искомое решение вида 

)tsin()x(Y)x(V =  
в уравнение (2). Сократив полученное уравне-

ние на , получим: 
 

0
EJ
)x(Y

EJ

)x(NY
)x(Y

2)2(
)IV( =−−


.  (4) 

Характеристическое уравнение для (4) имеет 
вид: 

0
EJEJ

N
2

24 =−−


 . 

Определив  

___________________________ 
1Погорелов В.И. Строительная механика тонкостенных конструкций: учебное пособие для вузов. СПб.: БХВ-
Петербург, 2007. 518 с. 
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( ) EJEJ4

N

EJ2

N 2

2

2

12
2 

 +−= , 

имеем  

 q1 = , q2 −= , is3 = ,

 is4 −=  

где  

( ) EJEJ4

N

EJ2

N
q

2

2

2 
++−= , 

( ) EJEJ4

N

EJ2

N
s

2

2

2 
++= . 

Общее решение  уравнения (4) может 
быть представлено в виде линейной комбина-
ции 

 C)x(H)x(Y =  (5) 

четырех линейно независимых частных реше-
ний, образующих базисную вектор функцию 

, 
где C является вектором коэффициентов ли-
нейной комбинации (5). 

Краевые условия для решения уравнения 
(4) могут быть заданы в виде вектора (3). Мат-
рицы C и L (матриц векторов амплитуд еди-
ничных перемещений) имеют вид: 
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Элементы матрицы C определяются из 
решения систем уравнений: 

LAC = ,                               (6) 

где А – матрица, образованная из базисной 
вектор функции  следующим образом: 
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Матрица амплитуд реакций в связях (матрица 
гармонических реакций [18]) определяется в 
виде 

HEJCR T=                        (7) 

где ( )axT

xxx0x

T

xxx |)x(H,|)x(HH == −= . 

Вектор столбец Y амплитуд узловых пере-
мещений найдется как 

FRY = , или ( ) FHLAEJ
T1 =− . 

Функция амплитуд перемещений оси балки 
(функция формы вынужденных колебаний) при 
заданной узловой форме F силового гармони-
ческого воздействия  имеет вид 

)x(HCY)x(Y TTT=              (8) 

Для рассматриваемого случая шарнирного 
закрепления балки в узлах матрица краевых 
условий примет вид 





















−−



−
=

−

−

)sacos(s)sasin(seqeq

)sacos()sasin(ee

s0qq

1011

A

22qa2qa2

qaqa

222 (9) 

Учитывая (9), из (6) имеем 
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Подставляя полученную матрицу коэффи-
циентов, для опорных реакций балки при ди-
намическом воздействии в (7), имеем 
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 
С целью анализа влияния продольного 

воздействия, приложенного к шарнирно опер-
той балке, рассмотрим графическую интерпре-
тацию выражений (11–14). Так, на рис. 3 и 4 
представлены графики зависимости  и  
как функций от параметров продольного воз-
действия N и ω. Так, из графика на рис. 3 вид-
но, что функция  характеризуется монотон-
ным убыванием в областях между линиями 
разрыва. Данное обстоятельство равносильно 
существованию так называемых нулевых ли-
ний – линий нулевых значений амплитуд [18, 
19] динамических реакций системы. Продол-
жая анализ приведенного на рис. 3 графика, 
следует также отметить, что пересечение пер-
вой от начала координат нулевой линии оси N 
формирует условие потери устойчивости си-
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стемой. Это означает, что при сколь угодно 
малой частоте внешнего воздействия реакции 
в связях системы не возникают. Данное обсто-
ятельство также может быть важно с точки 
зрения анализа механических систем, нахо-
дящихся под внешним воздействием. Таким 
образом, задавая для частоты внешнего воз-
действия определенное значение продольного 
силы можно снизить (или же обратить в ноль) 

значение динамической реакций R11 и R22.  
Последнее утверждение можно дополнительно 
проиллюстрировать с использованием графи-
ка на рис. 5. Для него принято, что частота 
внешнего воздействия постоянна и равна  
100 условным единицам, а параметры систе-
мы принимают следующие значения: 

𝐸𝐽 = 10, 𝜌 = 10, а = 10. . 

 

 
 

Рис. 3. График реакции  

Fig. 3. Reaction schedule  
 

 
 

Рис. 4. График реакции  

Fig. 4. Reaction schedule  
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Рис. 5. График зависимости  при фиксированном ω=100 

Fig. 5. Dependency graph  with a fixed ω=100 

 

На рис. 5 видно, что при продольном воз-
действии на систему, численно равному N=55, 
значение  (равно как и значение 

) обращается в ноль. Однако обра-
тить в ноль реакции  и  не 
представляется возможным, что напрямую 
следует из формы графика этих функций, 
представленном на рис. 4. В самом деле, по-
верхность, представленная на данном рисун-
ке характеризуется чередованием областей 
вогнутости и выпуклости, асимптотически 
стремящихся к поверхностям разрыва функ-
ции и не пересекающих плоскость N0ω. Таким 
образом, изменяя значения N представляется 
возможным лишь уменьшить, но не обратить в 
ноль значение соответствующих функций ре-
акций. 

Из сказанного выше следует, что решение 
уравнения Эйлера-Бернулли для систем, 
находящихся под воздействием некоторой 
продольной силы, обладает значительным 
потенциалом с точки зрения создания систем 
активной виброизоляции. Данные системы 
позволят решать задачу уменьшения влияния 
виброактивных систем в более широком спек-
тре частот колебаний в сравнении с система-
ми пассивной виброизоляции, как это следует 
из анализа рис. 4 и 5.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
При разработке систем виброзащиты, до-

пускающих линейную интерпретацию колеба-

тельного процесса, крайне перспективным ока-
зывается использование гармонического эле-
мента [20]. Применение данной формализации 
влечет за собой ряд преимуществ. Во-первых, 
используя метод гармонических элементов, 
можно свести к минимуму влияние ошибок дис-
кретизации на инерционные параметры систе-
мы. Это особенно полезно при решении дина-
мических задач, поскольку неточное представ-
ление инерционных параметров может приве-
сти к ошибочным результатам.  

Также одним из заметных преимуществ 
метода гармонических элементов является 
его способность аналитически представлять 
колебательные формы, связывая решения 
уравнений динамического состояния с ампли-
тудами гармонических реакций в наложенных 
соединениях. Такое аналитическое представ-
ление упрощает анализ точности выборки в 
исходной системе, позволяя более эффектив-
но оценивать поведение системы. 

Кроме того, метод гармонических элемен-
тов позволяет обобщать результаты на более 
сложные модели. Это означает, что решения, 
полученные с помощью этого метода, могут 
быть применены к системам с различными 
конфигурациями и свойствами, расширяя его 
применимость за пределы простых моделей. 

Наконец, метод гармонических элементов 
открывает возможности для нетрадиционных 
методов виброизоляции [21–29]. Манипулируя 
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инерционными параметрами системы, стано-
вится возможным формировать колебатель-
ные формы с заданными свойствами. Это 
предлагает новый подход к контролю вибра-
ции, при котором реакция системы может 
быть адаптирована таким образом, чтобы 
эффективно снижать или устранять нежела-
тельные вибрации. 

Таким образом, метод гармонических эле-
ментов устраняет ограничения дискретизации 
при решении динамических задач путем вклю-
чения как сосредоточенных, так и распреде-
ленных параметров в качестве инерционных 
величин. Он сохраняет свойства метода ко-
нечных элементов, позволяя при этом анали-
тически представлять формы колебаний и об-
легчая нетрадиционные методы виброизоля-
ции. Такой подход обеспечивает повышенную 
точность, гибкость и контроль при анализе и 

проектировании динамических систем. 
Используя данный тип конечного элемента 

становиться возможным получить точное ана-
литическое выражение динамических реакций 
как функций продольного внешней силы и ча-
стоты внешнего воздействия.  

Последнее обстоятельство открывает 
возможности для управления значениями 
опорных реакций стержневой системы при 
помощи изменения значений продольной си-
лы N. 

Таким образом, полученные результаты 
позволяют говорить об эффективности управ-
ления динамическими параметрами колеба-
ний балочных систем при помощи внешней 
продольной силы, формирование которой 
возможно при помощи предварительных 
напряжений арматуры. 
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